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KIVONAT

A dolgozat el§ részében dsszefoglaltam és kiegészitettem a poltédogatelem tdmegvonzasi
potencialjanak és a potencial @&ls masodrerid derivaltjainak analitikus képleteit. A
vektoranalizis eszkozével a képletekre egységeszéd@st adtam. Megvizsgaltam a poliéder
térfogatelem esetén a képletek numerikus staldtitdsnd a hatohoz kodzeli, mind a hat6tdl tavoli
pontokban, megadva a szamitasi pont helyzetérét@thatald tavolsag) vonatkozéan azokat a
hatarokat, melyre az analitikus képletek értelnmetdevalnak vagy a szamitott értekekben mar a
numerikus hiba dominal. A poliéder tdmegvonzasepoialjat és a potencial él€s masodrerid
derivaltjait szamito eljaras futasi idejét 6sszehéitva a direkt modellezésben leginkabb hasznalt
deréksz6g hasab hatasat leird képletek futasi idejével k@il masfélszeres szorzoét allapitottam
meg.

A dolgozat masodik felében a nehézségtarpoliéderrel tortah szintetikus modellezésére
harom példat mutattam be.

Az el alkalmazasban a Kérpat-Pannon térség litoszfeleijét derekszdg hasab illetve
poliéder modellek alkalmazésaval nyert geoidundalés gravitacios anomalia hozzajarulasokat
hasonlitottam dssze.

A masodik vizsgalatban direkt modellezéssel kivangakétféle modellelemmeldllitott
masodrend vertikalis derivaltakat 6sszevetni a terepfelseintkdzeli pontokban. Ebben az
0sszehasonlitdsba in situ méréseket is bevontgna, igodellszamitasok célteriletéll a BME altal
létesitett sdskuti tesztteriiletet valasztottam.

A harmadik alkalmazéas soran direkt (forward) masadksel igazoltam, hogy a topografia
és a fel§ kopeny hozzajarulasaTapotencialzavar masodik derivaltjaihoz bizonyoskmi @z egy
E6tvos értéket a GOCE gradiométeiihuld tervezett palya magassagab@a?s0 km). A neogén-
negyedkori Uledékdsszlet esetén ezen hozzajarafssaga csak néhany szazad Eo6tvos. Tovabba
megallapitottam, hogy az ALPACA (AlpeRannon-medene&arpatok) régidban a foldgorbulet
hatdsa a vizsgalt magassagi tartomanyban &atlaghe&era a helyi hozzajaruldsok abszolut
ertékének, azaz néhany szadzad E egység. A toppgsditében a gorbllet hatasanak mérteke a
potencidl masodrefid derivaltjaira jelerisen meghaladja a {ihold gradiométerének
érzekenységeét, az lUledekek esetén ez a hatasadvarérési zaj tartomanyaba esik.

Kulcsszavak: poliéder, gravitacios modellezés, tbrgeonzasi potencial, vertikalis gradiens,
Fold gorbtlete



ABSTRACT

The first part of this work summarises and compglettge analytical formulas of gravitational
potential of the polyhedron volume element andiitt and second order derivatives. Numerical
stability of polyhedron-based models was studiegpamts close to and far from the effective
source giving the limits where the analytical fotasubecame senseless or the numerical error
dominates in the computed value.

Correlation was found between the time of the caampan and the computational
parameters (number of volume elements and compotdtipoints) of the polyhedron and
rectangular prism model. The time needed for catouy gravity potential and its first order
derivatives with the algorithm developed is 1.5 @smmore using polyhedrons than the one
optimised by D Nagy for the rectangular prisms,lgipg double precision arithmetic.

In the second part of the work three applicatiohsyathetic modelling of the gravitational
field applying polyhedron volume elements were pnésd.

In the first application the contributions to geouthdulation and gravity anomaly
synthetically computed from polyhedron and rectdagyrism models describing the crustal
structure of the Carpathian-Pannonian region wenepared.

In the following application the second order weatiderivatives computed from the two
types of models in near-surface points were congpafthe Soskut test area of Tech. Univ.
Budapest (TUB) was chosen for model computations$ iancourse of the comparison in situ
measurements were also involved.

In the third investigation it was demonstrated bgams of forward modelling that the
contribution of the topography and of the upper tieato the second order derivatives of the
disturbing potential certainly reaches one EOGtvig in the planned altitudelR50 km) of the
GOCE (Gravity and Steady-State Ocean Circulatiopeirent) satellite. The contribution is only
several hundredth of th&6tvos unit in case of Neogene-Quaternary sedimgntamplex.
Additionally, | found that in the ALPACA (Alpine-P@onian-Carpathian) region the effect of the
Earth’s curvature is 10% of the absolute valueoofl contributions on the average, i.e. several
hundredth of the EOtvos unit in the studied al@udnge (300 km — 400 km). Considering the
topography the effect of the Earth’s curvature ba second order derivatives of the potential
highly exceeds the sensitivity of the satellitedijpaneter. In case of the sediments this effect is
estimated to be within the expected noise rangb@measurements. It was found also that when
one eliminates the effect of topography and ofs@iments from the measurements of the GOCE,
the gradient observations can be transformed iatwsity contrast value by means of inversion of
the residual effect. It gives a real chance toaase the precision of the density contrast value at
the Moho surface.

Keywords: polyhedron, gravity modelling, gravitational potential, vertical gradient, Earth
curvature
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JELOLESEK

allA
allA

AM.,é)
AM,¢)
C(Q)

Ou

Ou

dist(M, Q)
veigM

aazAhalmaz eleme

anem eleme a& halmaznak

az A halmaz & halmaz részhalmaza
halmazok metszetének jele
halmazok egyesitésének jele

azA és aB halmaz kiilonbsége

azA és aB halmaz direkt szorzatax B ={(a,b)al A b[) B}

azn-dimenzioés valds euklideszi tér, amely valés szarpQkx,,...,x, ) rendezetb-eseinek halmaza

az Q O R" halmaz lezarasa, amely & halmaz pontjait és torl6dasi pontjait tartalmazazagyis

Q=Q0Q", aholQ' azQ halmaz torlédasi pontjainak halmaza

azQ 0 R" tartomany hataradQ = Q\ Q

természetes szamok halmazallrtig, vagyis az{1,2,..n} halmazt jeldli

azx O R vektor abszolut értékéx| =/x7 + x5 +...+ X2, ahol X = (X, X,,...,X,)

M O R' bel$ pontjaQ -nak ha létezik olyare sugard &(M,s) gémb azR' térben, melyre
sM,&)={m'OR"
nevezzik émt (Q) —val jeldljik.

M O R kilss pontjaQ -nak ha létezik olyare sugartd &(M,s) gémb azR' térben, melyre
sM,&)={m'OR"
nevezzik é&xt (Q) —val jeloljuk.

azM kozéppontig sugart nyilt ggmb a&’ térben, (M, £) :{M ‘0 R3||MM |< 5}

|MM |< £}D Q. Az Q 6sszes betspontjainak halmazat a halmaz belsejének

|MM ‘< £}D§. Az Q bsszes kiils pontjainak halmazat a halmaz kiilsejének

azM kozéppontlg sugard nyilt korlap ai térben,c?(M, ) = {M ‘0 R2||MM < 5}
Legyen B=(8.,B,,....5,)ON" multiindex rendje 1B =B.+B+..+ [,

DA = 07 (X, XyrererX,)
oxA .. ox/
melyek D/ parcidlis derivaltjaléteznek és folytonos fiiggvénygkn |8 < p esetén

. CP(Q) azQ O R" tartomanyon értelmezett olydirfliggvények halmaza,

skalarszorzat  jele, ha a=(a,a,a,), b=(b,b,,b;)  két vektor, akkor
alb =(ab, +a,b, +a,b,) = abcosgp , aholg a két vektor hajlasszéga,ésb a két vektor abszoltt

értéke,a=,/a? +al +a2 , b=1/b? +h? +b?
vektoridlis szorzat jeleg x b = ¢, ahol |c| =absing , ¢ a két vektor hajlasszége esb a két vektor
abszolut értéke; iranya meédleges aza ésb vektorokra ugy, hogw, b ésc jobbsodrasu rendszert

alkossanak
diadikus szorzataob = laibiji,j=fa* ahola= (ai,az,as), b= (bl,bz,b3)

Hamilton operator[] :%i +a%j +%k , ahol , j, k) a koordinata rendszer egységvektorai

hau: R® —R egy skalarmeg M a térx, y, zkoordinataji pontjar,, = (x,y,z), u(M)=u(x,y,2)
eseténgradu=0u =0 _ u(M) :%i +g—;j +%k , ahol O operator indexe azt a valtozét jeldli,
amely szerint a derivalas torténik

ha u R—>R egy vektormed§, M a tér x, y, z koordinatajd  pontja,
uM)=u,(x,y,2)i +u,(x,y,2)j +us(x,y,2)k eseténdu =00 =%+60—L;2 +%

tavolsagfiiggvénydistM, Q) = minMP, Q [ R, MOR
MO R'-nek a vetiilet® 0 R™-ra, vetM = M, ahol dist(M, Q) = MM’



Bevezetés

BEVEZETES

Az utébbi évtizedben a foldi, légi ésiihold mérések alapjan rendelkezésre all6, a Fold
alakjat és bels szerkezetét leir6 nagyfelbontasu és egyre porfboadathalmazok alapjan
lehetvé valik a nehézségi @er egyre pontosabb leirdsa a szintetikus modallezé
mobdszerével. Ennek fontossagéat alatdmasztja azld&9@z IAG (International Association
of Geodesy) szervezésében az SSG 3.177 ,Synthetilelting of the Earth’s gravity field”
elnevezé$s munkacsoporthttp://www.cage.curtin.edu.au/~will/iagssg3177.Htidtrehozésa,
amelynek eldédleges célkiizése szintetikus tomegvonzasi modellek (SEGM-
Synthetic/Simulated Earth gravity modellp&llitasa volt. Késbb az IAG SSG 3.177 csoport
munkajanak mintegy folytatdsaként 2003-ban meg#lakAG Study Group 2.2
munkacsoportnak a célkitéseiben hangsulyt kaptak a direkt (forward) medélssel (a
Newton integral direkt megoldasaval) kapcsolatoasgdlatok, a direkt nehézseégioter
elééllitasa és elemzése.

A dolgozatban bemutatott eredmények szerves falyéat képezik az 1997-ben
lezarult F01428%, illetve a 2001-ben lezarult T025F18®TKA programoknak. A Karpat-
Pannon térseg litoszféra szerkezete haromdimenzaotelljének (Papp 1996a) élserzidja
segitségével a geoid magyarorszagi fellletdarabjahélonbdsd variansai keriltek
kiszamitasra. Az élllitott 3D valosagt siriségmodell, amely geologiai és geofizikali
adatokon alapul két szempontbdl fontos. Egyrészonyos feltételek mellett leh#téget ad a
nehézségi étér paramétereinek (nehézségi gyorsulas, geoidaaidinehézségi potencial,
nehézségi anomalia) meghatarozasara, masrésztirieségmodellbl direkt (forward)
modellezéssel é&dllitott etér paraméterei kdzotti funkcional kapcsolatok téheé teszik az
egyéb modellezési modszerekkel kapott eredményekenkus elletrzését, a mddszerek
pontossaganak teszteléseét.

Az Alpok-Pannon-medene&arpatok térség litoszférajat leird, derékdzdppsab
elemeken alapulé6 modell pontositdsanak egyik maédjdiriségeloszlas pontositasa, egy
masik leheiség pedig a valésaghoz jobban igazodo térfogateldmimazasa, amellyel a
szerkezeti hatarfelliletek geometriai leirdsa p@itbgd tehét llyen elemi test a poliéder,
ugyanis ez lehévé teszi a koordinata sikokhoz viszonyitva ferdekali hatarolt testek
képzését is. A ferde sikokkal hatarolt testek deréfi hasabokkal toértén modellezése
Ohatatlanul, mesterséges hatast okoz, amely a agilog viszonyitva torzitja az ceér
szerkezetét. Poliéder térfogatelemmel csokkebithezek a nem kivant hatasok, amelyek
leginkabb a potencial masodréndderivaltjainak érteékét befolyasoljak étorban a
terepfelszin kozeli pontokban. Tovabba figyelemlshed a Fold gorbiletének hatadsa a
szamitasok soran, mivel a poliéder geometriaja ngegi a modell leirasat egy globalis
geocentrikus koordinata rendszerben.

A disszertacid szerkezetileg két részre tagolodNz elss fejezet a poliéder
térfogatelem tdmegvonzasi potencialjanak és a paterls) és masodreridderivaltjainak
analitikus képleteivel kapcsolatos elméleti kér#&esefoglalkozik. A dolgozat masodik része
a poliéder-alapu lokalis és regionalis modellezédményeit tartalmazza.

! F014284 sz. OTKA, ,Nagypontossagu gravitaciostéar modellezés és geoid szamitasok a Karpat-Pannon
régidban”, 1994-1997, Témave&ePapp Gabor

2 T025318 sz. OTKA, ,A nehézségi éeér helyi jellegzetességeinek hatdsa a geodéziardkmatékra.
Modellszamitdsok a Pannon-medencében”, 1998 — A@tavezet Papp Gabor.



Bevezetés

A dolgozat el§ fejezetének felépitése a kovetkeAz el fejezet bevezétrésze
ismerteti a potencialelméleti tételeket, amelyekppn megadhatdk a poliéder térfogatelem
potencialjanak, a potencial éles masodreridderivaltjainak az értelmezési tartomanyai és
ezen fliggvények tulajdonsagai. Tovabba felsorold&endiltek azok az integrél atalakitd
tételek, amelyek alkalmazéasra kerultek a poliééddogatelem potencialjat és a potenciabels
és masodrenidderivaltjait megadd analitikus képletek levezeatésean.

Az el fejezet masodik része a poliéder alkalmazasavpcdaatos analitikus
képletekkel foglalkozo cikkek ismertetésével kedil. Az 1.2.2 alfejezet részletezi a poliéder
tdbmegvonzasi potencialjanak és a potencial magasadibderivaltjainak a potencialelmélet
tételei alapjan megadhatd értelmezési tartomangaitl.2.3 alfejezet az analitikus képletek
levezetéséhez sziikséges jeldlésrendszert tartadm#zz 1.2.4. alfejezet a tdmegvonzasi
potencial analitikus képleteinek levezetését tardéaliza. Ebben megadtam a Gauss-
Osztrogradszkij tétel alkalmazasahoz szikségesreiftialegyenlet altalanos megoldasat. A
megoldd képletben szerépfiggvény megfelé megvalasztdsaval szarmaztatni tudjuk a
Pohanka (1988), Goétze and Lahmeyer (1988) és Retr®96) cikkekben talalhato
analitikus képleteket. Tovabba, ebben az alfejeretterilt bemutatasra a Holstein (2002a)
altal bevezetettQ;, Q;) konstansrendszer. Geometriailag igazoltam Weamer Scheeres
(1997) azon allitaséat, mely szerint@zkonstans megegyezik a gdmbi szdgfelesleggel. Ennek
levezetése az 1.2.5 alfejezetben talalhatd. Sziabdren az alfejezetben kerll sor a Holstein
(2002a, 2002hb) altal értelmezett vektor invarianbekezetésére. Az 1.2.6. alfejezet Werner
and Scheeres (1997) sz&étzmunkdjara alapozva a potencial analitikus képltészerel
tagok szamanak redukcigjat ismerteti a poliedeokefiizos éleinek figyelembe vételével. Az
1.2.7 és |.2.8 alfejezetek a poliéder tdmegvonzasiencidljanak ets és masodrerid
derivaltjai analitikus képleteit és azok levezeitedartalmazzak. Az 1.2.9 alfejezetben
tablazatba foglaltam a kilonb®szersk altal hasznalt@;, Q;) konstansokat, a konstansok
értelmezési tartoményait és azt a tartomanyt, ahek a képletek numerikus szempontbdl
stabilak. Az 1.2.10 alfejezetben targyalom ezenskansok numerikus viselkedését a hatohoz
kozeli és a hatotdl tavoli pontokban. Holstein &meadteridge (1996) és Holstein et al. (1999)
hatvanyfiggvénnyel jellemzik a szamitasi pontté&glsa hatd mérete és a potencidl
elssrendi derivaltia numerikus hibainak kapcsolatat. Megiive a szamitasokat a
potencialra és potencial masodrénderivaltjaira, becslést adtam a hatvanyfliiggvény
kitevojére. Ennek alapjan barmilyen modell esetén megadhazamitdsi pontnak a hatotol
vett tavolsagara egy maximalis érték, amely esat@otencial, illetve els és masodrerid
derivaltjainak szamitasi hibdja nem halad meg edyreerodgzitett p szazalékot. Az
[.2.11 alfejezetben az analitikus képletek szingifisanak elkeriilése céljabol alkalmazott
mennyiség bevezetési#badddd hibara adok becslést a potencial és a giéteals- és
masodrendl derivaltjai esetén. Tovabba 0sszehasonlitottarapdetekben szerepl(Cj, Qj)
konstansok kulonb@z alakjainak szamitasi idejét, amely alapjan a poédra és annak
derivaltjaira kivalaszthato a szamitash ekzempontjabdl legoptimalisabb analitikus képlet. A
1.2.12. alfejezetben a potenciédl és a derivaltamstAsainak algoritmusat ismertettem. A
potencialt és a potencial étendi derivaltjait eballitdé algoritmusra dsszefliggést allapitottam
meg at szamitasi il és az x m szorzat kdzott, ahal a térfogatelemekn pedig a szamitasi
pontok szama.

A disszertacié masodik részénekdefgjezete egy rovid attekintést ad a nehézségi
erstér szintetikus modellezésének nemzetkozi eredniity&zt kéveben a Kérpat-Pannon
régio valosagt siriségmodelljének alkalmazasaval elért eredményeketristtem.

A masodik rész tovabbi fejezeteiben a poliéderotgafelemmel végzett lokdlis és
regionalis modellezés kapcsan elért eredményeinugatom be. Az efs alkalmazas soran a
Karpatok-Pannon régio topografidjanak derékézbigsab illetve poliéder térfogatelemmel
eléallitott 3D diriségmodelljei alapjan szamitott 6&ér paraméterek 0sszehasonlitasat



Bevezetés

végeztem el. igy a kétféle reprezentacio (derékszdgsab és poliéder) alapjan
dsszehasonlitdsra kerllt a topografiai tomegekl| &leneralt tdmegvonzasi zavar és
geoidundulacio.

A tovabbiakban a BME soOskdti teszttertletén a poérmagasabb refidderivaltjai
modellezésének eredményeit mutattam be. Osszeftasianh a tesztterilet nagyfelbontasu
(10 m x 10 m) digitélis terepmodellje (DTM) alapjéidallitott derékszog hasab és poliéder
alapu modellek hatasait a felszin kozeli pontokban, potencialzavar masodrénd
derivaltjainak vonatkozasaban. A poliéder modilkzramoltz szerinti masodreridparcialis
derivalt, vagyis a nehézségi gyorsulas vertikatedggnse (VG) egy sokkal simabb, a valédi
erdteret jobban jellemz fliggvény lesz a terepfelszin kozeli tartomanybanag értékek
megfeleben korrelalnak a topografiaval, ami 6sszhangbanazagimélettel. Ezzel ellentétben
a derékszdiy hasab modell esetében a derivaltak értékeiben ankgzeli pontok (pl. egy
25 mx 25 m-es racs pontjai) k6zott is a valtozasok irdiatkanul nagyok lehetnek, és maguk
az eértékek gyenge korrelaciot mutatnak a terepgfelet. A soskuti geodéziai
mozgasvizsgélati teszthal6zat hat pontjdban aeerpbliéder modelljéld eléallitott (VG)
értékeket dsszehasonlitottam a rendelkezésre éilésineredménnyel.

A harmadik vizsgalat a poliéder térfogatelemnekegianalis modellezésben valé
alkalmazasara peélda. Ebben megvizsgaltam a lil@sz&gyes szerkezeti egységeinek
(topografia, fel§ kopeny, Neogén-negyedkori Uledékdsszlet) hozZdjgditi a potenciadlzavar
masodik derivaltjaihoz a GOCE (Gravity and Steathtes Ocean Circulation Experiment)
miihold tervezett palyamagassagabaR50 km). A litoszféra modellt mind lokalis mind
globalis koordinata-rendszerben leirtam. A lokalfsik) koordinata rendszerben a
modellelemek derékszéchasabok, mig a globalis koordinata rendszerbeiegerek. A két
rendszerben meghataroztam azté@ar paraméterek kozotti transzformacids fuggvenyt,
melynek alapjan, a kulonbéz rendszerekben kapott eredményeket 0Osszehasonlitva,
vizsgaltam a gorbilet hatdsat a potencialzavar dméedi derivaltjaira, vagyis az
Ebtvos-tenzor elemeire a palyamagassagban.

A harmadik (zaro) fejezetben az eredmeények 6sseegdalalhato a tézisekkel egyutt
és itt ismertettem a dolgozat eredményei haszrsadiidk lehdiségeit a geo- és
koérnyezettudomanyokban.
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. TERBELI TEST TOMEGVONZASI POTENCIALJA ES
DERIVALTJAINAK ANALITIKUS KEPLETEI

.1 Az alkalmazott matematikai tételek ismertetése

Az aladbbiakban potencialelméleti és integralelmétdelek kertlnek felsorolasra bizonyitas
nélkil, amelyhez felhasznaltam Vlagyimirov (1979 €yhonov and Samarsky (1964)
munkak erre vonatkozo fejezeteit. A tételekre aydpht soran hivatkozni fogok.

[.1.1 Integrélatalakit6 tételek

1. Gauss-Osztrogradszkij vagy divergencia tétel

Legyen Q O R" korlatos tartomany,0Q az Q tartomény hatara szakaszonként Sima
(reguléris) felllet, tovabba jeldljik-el az Q testldl kifele mutatdé egységnyi fellleti

normalvektort. Ha w(w,,W,,...w,): Q - R",w, =w, (X, X,,....,), k=1n vektormes
(vektor-vektor fluggvény) folytonosan differencidlbaaz Q test minden pontjdban és
folytonos a tartomany hataraw,(1C(Q) n C?(Q), akkor:

jDWde=wa¢ua=jwmda, (1.1)
Q 0Q 0Q

aholdo irdnyitott fellletelemado a dQ felllet elemi darabjdhoz tartozé vektor (1.1. dbra
amely egyirdnyl an normalissal és hossza megegyezik az elemi fehiabdtertletével,
o,

vagyis de = ndo , tovabball v =divw = a—'
im1 0X;
Megjegyzés
1. R*-ban a tétel érvényes olyalf) feliilet esetén is amelyre a feliilet éssikja véges
sok csucspont és él kivételével folytonos, a csummskban és az éleknél a liels
szOgek pozitivak.

2. Gauss-Osztrogradszkij tétel sajatos eseteu skalar fliggvényr&-ban:

J'Wd() = ju(x, y,z)[todn,i Mo, (1.2)

aholi azx iranyl egységvektort, an,(i) a felilet normalisanak aztengellyel bezart
szogét jeloli.
3. A 2. kbvetkezmény alapjan felirhato:

! Sfeliilet aC?, p=1 osztéalyhoz tartozik, vagy masképpeszer folytonosan differencialhaténak nevezziik, ha
mindenx, OS esetén1Z kdrnyezetex, pontnak, melyre a feliilet megadhaté egy(x) = 0, x( 7, egyenlettel,
ahol gradyo(x) # 0 a 74, kdrnyezetben, tovabba @, flggvény és ennek parcialis derivaltjapad rendig
bezarolag léteznek és folytonosdg kdrnyezetbenS feliiletet szakaszonként simanak nevezziik, ha veaes
C'-beli feluletdarabbdl all.
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jDudQ = judc (gradiens tétel) (1.3)
Q 0Q

ahol Ou =gradu = (ﬂj :
0% )i

4. A Gauss-Osztrogradszkij tétel derékdzkgordinata rendszerben:
ow, N ow, N ow,
ox ody 0z

j w,dydz+ w,dzdx+ w,dxdy = j ( jdxdydz
0Q Q

2. Stokes tétel

Legyen S O R® korlatos, szakaszonként sima, kétoldaliem zart feliiléf melynek
hatarvonald O R® zart gorbe. Jelolje az Sfelillet normalvektorat, gy hogy az iranyitbtt
zart gbrbe koruljarasi iranyaval jobbsodrasu readsakosson (1.1.abra).
Ha w(w,w,,w,):SOT -~ R®,w, =w,(x,y,z), k=13 vektormes (vektor-vektor
fuggvény) az S felilet minden pontjdban és annak hatarvonalan folytonosan
differencialhaté,w OC*(SOT), akkor

[(Oxw) o = [(Dxw)hdo = [wdl, (1.4)
S S r
ow, 0w, ow, 0w, 0w, 0w,
dy 0z 0z Ox Ox Oy

ahol OO xw =rotw :( J ésdl arl iranyitott vonaleleme.

X
I.1. &bra. A Stokes tételnél hasznalt jeldlések szemlélgetés

3. Green tétel

LegyenS O R sikbeli tartomany, melynek R? hatargorbéje szakaszosan sima és pozitivan
irAnyitott (pozitiv irany mentén haladva &tartomany balkéz fél esik).

Ha W(Wl,Wz)Z SOT - R? sikbeli vektormed az S tartomany minden pontjaban folytonosan
differencialhat6 és anndkhatarvonalan folytonos 0C*(S) n C(I O S)), akkor:

! Egy sima feliilet kétoldalu, ha tetdeges pontjabdl kiindulva a felilleten egy tétegesen haladé zart gorbét
végigjarva, a fellleti normalis az eredeti helyestbr vissza.

2 7art feliletnek nevezzik az olyan feliiletet, méfyy oszthaté fel véges szamu gérbevonalt haromkeéige
hogy barmely haromszdg barmely oldala még masikzhasatlakozd) haromszognek is oldala. Zart fekile
teret két olyan részre osztja, mely koziilik az legyrlatos. Zart felliletnek nincs hatarvonala.
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[ (% —%jdxdy: fwa. (1.5)
L ox oy {
Megjegyzes
1. A tétel akkor is érvényes, Ha hatargorbe éridje legfeljebb véges sok téréspont
kivételével folytonos és ezekben a IBedz0gek pozitivak.

2. Green tétele a Stokes tétel sajatos eseve(Va,w,),w, =w,(x,y), k=12 sikbel
vektormedre. Ez kdnnyen beléthato, felhasznalva a

ow, 0w,
rotw(w;,, w, ) = rotw(w,,w, 0) = (o,o,a_XZ - a_ylj

Osszefliggést.

3. Green tétele a Gauss-Osztogradszkij tétel sajetere=2-re. Ebben az esetb€nh=
S 0Q =T, n = (ny, ny) pedig al normalvektora leszw(w;,w, ),w; = w;(x,y) sikbeli
vektormed lesz. Jelbljea és S al sikgorbe koordinata tengelyekkel bezart szdge.
Ekkor:

j M; xdly= [w,ndi = [w, cosadl és- | aa—v)\:ldxdyz ~[win,dil = [ w, cos/adl
r r r r

S

alapjan az (1.5) dsszefliggéshez jutunk.
4. Az (1.5) képlet alakjav =u skalérfuggvény esetén:

J' o= J' X,y E:os(n |)d| (1.6)

4. Green képletek

LegyenQ 0O R"korlatos tartomany9Q az Q tartomany hatara szakaszonként sima, tovabba
jeloljuk n-el az Q testl kifele mutatd egységnyi fellleti normalvektortathz u ésv
skalarmesikre (vektor-skalar fiiggvény) teljestil amvOCHQ)n C2(Q) feltétel, akkor
igazak a kovetkezosszefliggések:

jDu MvdQ = ju@da —juAvda (Green elé képlete), (1.7)
Q 0Q an Q

ov _odu
j(uAv vAu)dQ = I u——va— do (Green masodik képlete), (1.8)
5 on n

u odu auj 9%u 62u au du _&au
Au = +

ahol Ju =gradu =| —,—,. 5 >+ — [, .
ox, 0x,  oxX 0X; 0x2 a "on T 0X,
Megjegyzés
1. Végtelenben regularis fliggvényekesetében Green élstétele nemkorlatos
tartoményokra is alkalmazhaté

1 . - , A , ou
u végtelenben regularis, hérg U.h.r =2 ro-ra |u| <— es 0_
r X

A
< r—2 , aholA egy konstans
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5. Green képletek kovetkezményei
LegyenQ [ R"korlatos tartomanydQ azQ tartomany hatara szakaszonként sima. Jeiglje
ésr, rendre azM ésP0Q pontok helyzetvektorait,,, =r, —r, ésr, =|r,,| az MP

vektor hosszag, azn dimenzios egységgomb felszine.
Ha u0C?(Q) skalarmed, akkor:

o) = g [ o -u) 2 o, - [t L,

(n—Z)O'n ool ' mP on one rl\r/}gz MP
OMOQ n>3. (1.9)
u(M) =+ |ni"“(P)—u(P) 9 (lnij dap—ijAu(P)midQP,
25| Ty ON on, U Iy 21y, Mvp
OMOQ,n=2.
(1.10)
Hau DCl(ﬁ) harmonikusQ-n (Au(P) = 0,0P0Q), akkor:
1 [ 1 au(P) o (1
uM )=— —-ulP do,, UM 0OQ,n=>3. .11
(M) 4775[2_“;‘;2 on ( )anp(rgjﬂ ? (111)
u(M):i |nia”(P)—u(P) 9 [1h L do,, IMOQ,n=2. (.12
AT 50| Twp on on, Mp

Megjegyzeés
1. Az (19) érvényesudC?(Q)n C(Q) filggvényekre is, ha a@ tartomanyon vett
integralt improprius integrélnak tekintjik.
6. Altalanositott Cauchy tétel

Legyen f:S - C, z=x+iydS, f(z)=u(z)+iv(z)=u(x y)+iv(x,y)OC, ahol C a
komplex szamok halmazat jeldli és legyeaz Startomany hatara.
Ha f OC*(SOT) ész = x-iy azkomplex szam konjugaltja, akkor:

[ f(2)dz=2i % dxdy és [ f(z)az = -2 % dxdy. (1.13)
S r S

4
[.1.2 Tételek a potencialelmélettl

7. Tétel
Legyen Q O R' egy korlatos tartomany, jeldlijey és r, rendre azM,POQ pontok
helyzetvektoraity,, =r, —r, , €Sl :|rMP| az MP vektor hosszeG egy allando.

Haa < n, akkor az

|(M):jr%d§2,,, OMOQ (1.14)

Q "MP

improprius integral létezik (konvergens). Ha> n , az (1.14) improprius integral nem
konvergens.
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Megjegyzés
1. Kimutathato, hogy(lM 0Q pontbana < n esetérl(M) egyenletesen konvergens.
2. Kimutathaté, hogy minden olyarM 00Q pontban, melybenl(M) egyenletesen

konvergens, ott folytonos is. Tehatl (M)=I—d§ Q, létezik és folytonos minden
r
Q

MP
o <n értékre.

3. n = 3 esetén azI(M)=J‘£dQP és I(M)=J'%d§2P integralok léteznek és
QrMP QrMP

folytonosak(OM O R®-re.

8. Tétel
Legyen Q 0O R" korlatos tartomany, jeloliery és r, rendre az M,POQ pontok

helyzetvektoraitf,, =fp, I\, , f'ye = |Fue| @2 MP vektor hossza.
Hap integralhatd -n, tovabbdo = (azQ tartomanyon kivil, akkor az

|(M)=I@dQP,MDQ,o<a<n (1.15)
Q r.MP

improprius integralt potencial tipusu integralnakevezzik, amely a kovetké&z

tulajdonsagokkal rendelkezik:

1. 0M OQ -rel(M) létezik (konvergens).

2. Q tartomanyon kivul ak figgvény végtelen sokszor differenciéllhatdj(C‘”(Rn \5)) esl
derivaltjait gy nyerhetjik, hogy az integralagjginogott” differencialunk:

9l 1 _
DPI(M )= P dQ,, OM OR*\ Q, 1.16
(M) i,o( )axflaxfzuaxf" (rh‘j’Pj i (118)

ahol 8= (B, By...B,). |8 = B + B, +..% B,

3. A derivaltak viselkedése a végtelenben:

p/1(M)=0[ ) har - w (1.17)

0sszefliggéssel jellemezbet
4. Ha p korldtosQ -n, akkor | DCP(R”), aholp az a legnagyobb egész szam, amelyre
a +p <n. Ebben az esetben a derivaltakat ugy szamitjukdgyfaz integrélas jele ,mogott”
differencialunk.
Megjegyzés

Az | integralr6l mondottak Iényeges valtoztatds nél&tiihetk az alabbi specidlis

potencial tipusu integralokra.

|1(M)=j@dap, M OS, 0<a<n-l, (1.18)
S "MP
IZ(M):I%UP,MDL,O<G<W2, (1.19)

L "MP
ahol SO R korlatos, szakaszonként sima felllet] R' egy szakasz, jeldljey ésr,

rendre azM,POS pontok helyzetvektoraitr,, =r, =, , Iy =|rye| az MP vektor
hossza.
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Hap korlatos fliggvény asfelileten, akkor ak; ésl, improprius integralok a kdvetkéz
tulajdonsagokkal rendelkeznek:

1. 0OM OS -rely(M) létezik (konvergens).

2. OM OL -rely(M) létezik (konvergens).

3. Startomanyon kivil, figgveny végtelen sokszor differencialhatp[{ C°°(R” \ S)) és
|, derivaltjait ugy nyerhetjik, hogy az integralajgihogott” differencidlunk.

4. L szakaszon kivl, figgvény végtelen sokszor differencialhatg E(]C“’(R” \ L)) es
I> derivaltjait ugy nyerhetjik, hogy az integralagjgin6gott” differencialunk.

51,0 CP(R”), aholp az a legnagyobb egész szam, amealytep +1 <n.

9. Tétel - Harmonikus fliggvények tulajdonsagai

1. LegyenS egy zart, szakaszosan sima felilettartomanybanS 0Q ésn az S felilet
normalvektora.

Ha u0C?(Q) harmonikusQ-n (Au(M)=0, OM 0Q) akkor:

ja—”do—=o. (1.20)
on

S

2. HaQ korlatos tartomanyu 0C?(Q) n C*(Q) nem allandé fiiggvényy harmonikusQ-n
(Au(M)=0, OM 0Q), akkoru nem veheti felQ -beli legnagyobb és legkisebb értékétaz
tartomanyban, vagyis:
minu(P) < u(M)<maxu(P), OM 0 Q. (1.21)
POOQ POOQ

3. Ha Q korlatos tartomany,udC*(R"\Q)n C}R"\Q) tulajdonsagt, nem allando
fliggvény, harmonikusR"\Q tartomanyban ési()= lim u(M)=0, akkor igaz az G.n.

Irm |-
maximum elv:
u(M) < maxu(P), DM OR"\ Q. (1.22)

POOQ

10. Tétel - Térfogati potenciél

LegyenQ O R® korlatos tartomanypQ az Q tartomany hatara szakaszonként sima (véges
sokC! fellletdarabbdl &ll). Jeléljgy ésr, rendre azM (x,y,z)OR® pont ésP(&,7,¢)0Q

pontok helyzetvektorait,r,,, =r, —r,, = (f— XN =Y, ¢— z), Mvp :|rMP| az MP vektor

hossza.
Ha pintegralhat6 és korlatd® -n, tovabba a@ tartomanyon kivilo = Qakkor a

V(M)=j@dgp (1.23)
Q r.MP
térfogati potencial értelmezett mindet OR3pontban és rendelkezik a kovetkez

tulajdonsagokkal:
1. V elssrendi differencialnanyadosai egyenletesen konvergersgiatok, ennélfogva az

egész térben folytonos fliggvények,[ Cl(R3). A V fliggvény megfelél derivaltjait gy
szamitjuk ki, hogy az integralas jele ,mogott” diféncialunk:

v (M)=]p(P) 9 (ijdgp :jp(P)i_XdQP, OM OR®.

Ay Fw 3
0x Q 0X\ yp Q MP
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a_v = a ,7 B y 3
Y (M) p(P)jay( de ip(P)ﬁde, OM OR3, (1.24)
ov _ 0 ¢—-Z 3

Vektoridlis alakban pedig:

0, V(M)= (av Al av] = [ p(P)PdQ,, OM DR’
ox 0y 0z )y, g Mup

2. Q tartoméanyon kivil & fluggvény végtelen sokszor differencialhato{ C°°(R3 \5)) €s

V derivéltjait agy nyerhetjik, hogy az integralaejgin6gott” differencialunk:

\ﬁ\
DAV(M
-[ p Xﬁl ayﬁz ZﬂB

ahol B=(B,, B, B;).|B = B, + B, + By
3. A derivaltak viselkedése a végtelenben:

pAv(M)=0[ ) har - o (1.26)
dsszefliggéssel jellemezbet
4. 5 =(222)értékre a @bbi 2. alapjan ad6dik, hogy masodrent differencialhanyadosai
léteznek é¥ harmonikus af) tartomanyon kivill, vagyis aR*\ Q tartomanyon érvényes:

)-Jole { oo+ 3(E )+—rM2p+r§(rz—y)2+—r§p+§(c—z)2jdgpzo,

( 1 deP, OM OR\Q, (1.25)
M'vip

5
MP r.MP r.MP

OM O (R3 \ﬁ) (Laplace egyenlet). (1.27)
5. Ha pOC(Q)n C'(Q) akkor, V masodrendl differencialhanyadosai léteznek a2
tartomanyon Y 0C2(Q)) és
AV(M)=-4p(M), OM 0Q (Poisson egyenlet). (1.28)
6. HaS egy zart, szakaszosan sima felifletartomanyon kivilS OR*\ Q, n az S feliilet
normalvektora, akkor:

Iav do =0. (1.29)

S
7. Harmonikus fiiggvények maximumelve alapjan:

uM) < rgé%xu(P), OMOR™\Q. (1.30)

8. HaSegy zart, szakaszosan sima feliilleDatartomanyon kivilSOR*\ Q , w az Sfeliilet
altal bezart tartomany, az Sfelilet normalvektora, akkap minden pontjara igaz:

-V(P) 0 (riﬂdap, OM Do, (1.31)

MP

V(M)=—i 1 9V
41| e an

vagyis a térfogat potencial felirhatd egysizés ketbsréteg potencial 6sszegeként.
Ha S egy potencidlfelillet, vagyis/(P)=V, =konstOPOS, w az S fellet &ltal bezart

tartomanyn az Sfellilet normalvektora, akkor
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v(M):—ijia—V do,, OM Do, (1.32)
AT Iy ON|p
vagyis a térfogati potencial felirhaté egyszesteg potencialjaként barmely potencialfellletre
vonatkozoéan.
Megjegyzeés
1. Ha p, késbbiekben #riségfiiggvény szakaszosan folytonos (ez elégségesefel
az integralhatésagnak és korlatossagnak), akkeérfagati potencial és a potencial
elssrendi derivaltjai értelmezettek és folytonosak az eg@shen. Ennek alapjan a
térfogati potencial és a potencial&@bndi derivaltjai a p szakadasi pontjaiban is és
az Q tartomany hatarfeliletén is folytonosak. A2 tartomany hatarfelllete
tulajdonképpen go fliggvény szakadasi pontjanak tekinthanivel p értéke azQ
tartomanyon kivil zérus.
2. A térfogati potencial masodretadderivaltjai nem |éteznek azokban a pontokban,
melyben p nem folytonos. igy példaul a potencial masodtentrivaltjai nem

léteznek a tomegekkel kitoltdl tartomany hatarpontjaiban.
3. V(o)=limV(M)=0

4. p(M)=p, allando riiségi U origo kdzéppontd éR sugart gomb potencialja:

3
ARy har,, 2 R,
V(M)= 3rM2 .
2IR? —?ﬂrhﬁ har,, <R,

5. Két dimenzio esetén teruleti potenciélrél beszélink
V(M) = p(P)in—do,.
r
S

MP

Ha p0C(S), akkorV(M)OCYR?) és harmonikugR?\ S halmazon.
Ha pOCY(S), akkorv(M)OC?(R?).

11. Tetel - Egyszei réteg potencialja
LegyenQ O R® tartomany,dQ, az Q tartomany hatéra egy korlatos, szakaszonként sima,
kétoldalt felillet. Jelolier és r' rendre az M(x,y,z)OR® és P(£,7,¢)0Q pontok
helyzetvektoraits,,, =|r,| pedig azMP vektor hosszat.
Ha u folytonosQ hatarfeltletén (O C(aQ)), akkor a
vOM)= | @dap (1.33)
0Q "MP

egyszeil réteg potencialja értelmezett mindéh 0 R® pontban és rendelkezik a kovetkez
tulajdonsagokkal:

1.vOoc(r?).

2.VO(w)=0.

3v@0c=(R*\0Q) és harmonikus mindenhol kivéve azQ  hatarfeliletet,
AVO(M)=0,0M OR*\0Q.
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4. Ha 0Q az Q tartomany hatara korlatos, zart, kétszer folytanodifferencialhato felllet,
akkor az egyszérréteg potencialjanaldQ normalisa mentén vett derivaltjia értelmezett
0Q -n. Igy értelmezni tudjuk a kévetk&fliggvényt:

)
a:a/n :0Q - R
()
agn (M):jy( )a: ( jdap jy Mdap, OM 00Q, (1.34)
MP

ahol ¢mp a 0Q felilet P pontjdba huzott kids normalis és azMP  vektor szoge,
Wye = (rye.Np). Az (1.34) szerint értelmezett fliggvény folytond@ -n és érvényes:

(0) (0) (0)
(20| 00a)= i, 5 0) =2, )+ 5 ()., Do
nJj, MoQ Mo anMo

v © v ov O
My)= 1 M )=-2muM M,),OM,00Q. (1.35
o) (0=, S 0) =2+ S0 ) o 0. .39

5. Az egyszdt réteg potencialjanak kifejezése két valtozéra:

vO(M)= ju(P)lnidlp, (1.36)
r r.MP

aholl" ez esetben egy sikgorbe.

6. Az (1.35) alapjan felirhato:

(OV(O)l(MO)_(aV(O)j_(Mo):47?’1('\/'0), M, 00Q

on on
Megjegyzés
1./,1(M):|/O allandd friisédi egyszeil réteg potencialjaS; origo kdzeppontl éRy
nRé
sugart gémbfeliletens @(M) = har, 2R,
4rR0 har,, <R,

2. Ha ,uDC(F), akkor két valtozéra értelmezett egyszeéteg potencidlia &(R?)
osztalyhoz tartozik éslakivételével harmonikus.

12. Tétel - Ketis réteg potencialja

LegyenQ O R*tartomany,dQ azQ tartomany hatara korlatos, szakaszonként simaldadfi
feltlet, jelolier ésr’ rendre aM(x,y,z)OR® és P(£,7,¢)0Q pontok helyzetvektorait,

rp = |rMP| az MP vektor hosszat &% a dQ feliiletP pontjaban hdzott kidsnormalist.
Ha v folytonos az) hatéarfeliletény 0 C(0Q)), akkor a

V(M) = ju(p)az ( L jdap— v )%% (137)

kettssréteg potencialia mindet OR® pontban értelmezett és rendelkezik a kovetkez
tulajdonsagokkal:

1. VU (o) =0.
2.V végtelenszer derivalhato és harmonikasatarfeliiletét kivéve
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vOoc-(R*\0Q), av¥(M)=0,0MOR Q.
3. Ha 0Q azQ tartomany hatara korlatos, zart, kétszer folytanodifferencialhaté felilet,
akkor V¥ 0c(9Q), VW OC(R*\aQ) ésV® potencidinak adQ feliileten kiviils|, illetve
belulsl vett VY illetve VY hatarértékekre érvényes:
VEM,)= lim VE(M)=2mm(Mg)+VE(M,).OM, DoQ.

MOQ
VOM,)= lim vVO(M)=-2m(M,)+VP(M,).OM, 00Q. (1.38)
MOR\G
4. Az egyszdr réteg potencialjanak kifejezése két valtozora:
vO(M)= [v(P) 0 (In ijoup = IV(P)M&P, (1.39)
r on, MP r M

aholl” ez esetben egy sikgorbe.

Megjegyzés
1. A(1.38) osszefliggés alapjan felirhatoé:

VI(Mg)-VI(M,)=4m(M,), OM, DoQ

2. v(M)=v, alandé #risédi ketsréteg potencidljanak & pontban felvett értéke
egyenb azzal azw,, térszéggel amely alatt Q feliilet azM pontbdl lathato:

V(l)(M):VOdeUP =v, [, (M), OM OR*\0Q. (1.40)

0Q MP

3. Ha v(M)=v, és Q korlatos tartomény, hatara kétoldall, kétszer téolpsan
differencialhato felulet, akkor:

—47v, haM OInt(Q)
vOM)={-2m, haMDOoQ . (1.41)
0 haM DEx{(Q)
Allando diriiséghez tartoz6 potencial taromanyonként allandgviéigy. Jelbljé\/E(i)t(Q)
a fuggvénynek azQ kuilss tartoményéban,vlﬁlt)(g) a fuggvénynek azQ bels
pontjaiban, iIIetveV(,%) a fuggvénynek a@ hataran felvett konstans értékeit. Az (1.41)
v =yl o
alapjan felirhatjuk, hogy: E(XIS(Q) N °.
VInt(Q) _VaQ _277'/0
(1.42)
R’-ben az (1.41) és az (1.42) alakja:
-2, haM O Int(Q) VO v 4
VvO(M)={-mw, haMDO0Q , (1.43) N A
Vinla) =Vaa ~ 7,
0 haM OExt(Q) ()
(1.44)

1 A térszog a kovetkér jelenti: vetitsik adQ felilletet azM pontb6l azM kézéppontud, egységsugart
gombfellletre. Az igy kapott vetilet felszine aaljag a térszdget.
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4. Két valtozéra RP-ben) az (1.38)-hoz hasonlé dsszefiiggés érvényass leelyett 77 -t
helyettesitve
5. Két valtozéra Re-ben) v(M)=v, &llandé $riisédi ketsréteg potencidljanak ¢
pontban felvett értéke egyénlazzal a szdggel, amelyet &2P félegyenes leir
mikdzben & pont al” iven végigfut:
V()= [u(p)SXawnely - pye,
r rMP
aholP, ésP; al iv kezd) és végpontjai.

.2  Homogén tomegériisédi poliéder test tomegvonzasi potencialja és
derivéltja

Az |.2.fejezetben a Pohanka (1988), Holstein antlefidge (1996), Holstein et al. (1999) és
Holstein (2002a, b) cikkek jeldlésrendszerét hasama A képletek levezetésénél a
vektoranalizis eszkdzeit alkalmaztam, igy elkerifible a koordindta geometria hasznéalata
esetében szikséges koordinata transzformaciok.

A fejezet soran a szamitadsokat Hp Unix 11.i rendigere A-Class 1440 MHz PA 8500
CPU tulajdonsagu processzorral rendetkezzamitégépen végeztem, az algoritmusok
programozasahoz a HP fortran nyelvet hasznaltam.

Az 1.2.1 alfejezetben ismertetem a poliéder tomegasi potencialnak és a potencial
elss- és masodrerid derivaltjainak analitikus képleteivel foglalkozdkkeket. Az 1.2.2
alfejezet célja a potencialelmélet tételei alapjaregadni a poliéder tdmegvonzasi
potencialjanak és a potencial magasabbratetivaltjainak az értelmezési tartomanyait. Az
1.2.3 alfejezet az analitikus képletek levezetézdrgikséges jeldlésrendszert tartalmazza.

Az analitikus képleteket a térfogatintegralrél fetités ezt kdveéten fellletintegralrol
vonalintegralra val6 attéréssel kapjuk. Fellleteégnalrol vonalintegralra Stokes vagy Gauss-
Osztrogradszkij tétele segitségével térhetiink athheE tulajdonképpen egy
differencialegyenlet megoldasat kell megadnunk. edges szefik analitikus képleteinek
kilonbodsége abbdl adddik, hogy a differencidlegyenletnddonbdzd megoldasait
valasztjak. Az 1.2.4 alfejezetben megadtam a G&sarogradszkij tétel alkalmazasahoz
szikséges differencidlegyenlet altalanos megoldAsdtegold6 képletben szerédiiggveny
megfeleb megvalasztasaval szarmaztatni tudjuk a Pohank&8J196tze and Lahmeyer
(1988) és Petrovi (1996) cikkekben talalhaté analitikus képleteKebvabba, ebben az
alfejezetben kerllt bemutatasra a Holstein (208Ra) bevezetettQ;, Q;) konstansrendszer.
Guptasarma and Singh (1999) és Singh and Guptasé0f@l) cikkekben a poliéder
tomegvonzasi potencialjdnak &endi derivaltjaira talalunk levezetést. Ezt kiegésrétet a
potencial és a potencial masodrénderivaltjainak analitikus képleteivel, a potenaal
vonatkozo levezetést ebben az alfejezetben isrtemrtetGeometriailag igazoltam Werner and
Scheeres (1997) azon allitasat, mely szerint 3z konstans megegyezik a gombi
szOgfelesleggel. Ennek levezetése az 1.2.5 alfdjeme taldlhatdé. Szintén ebben az
alfejezetben kertl sor a Holstein (2002a, 2002kal &értelmezett vektor invariansok
bevezetésére. Werner and Scheeres (1997)6&zerankajara alapozva az 1.2.6 alfejezetben
ismertetésre keril a poliéder tobmegvonzasi potgatidleird6 analitikus képletek
egyszeiisitése a kdzos élek figyelembe vételével. Az Iddf@ezetben a potenciél étendi
derivaltjainak analitikus képleteinek levezetédalbato. Holstein (2002b) cikkben a szee
vektor invariansok segitségével a potencidbrelsdi derivaltjainak két kilonbdr alakjat
vezeti le. Ennek az 6sszeflggésnek az igazolasatutwn (megfelél lokalis koordinata
rendszer bevezetésével, geometriailag illetve diadmgitségével) végeztem el, a
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1.2.1 A szakirodalom attekintése

bizonyitasokat az 1.2.7 alfejezetben k&zoltem. A28l alfejezetben a potencial masodiend
derivaltjainak analitikus képleteit foglaltam 6ss&e 1.2.9 alfejezetben tablazatba foglaltam a
kilonb0z szerdk altal hasznalt @, Q;) konstansokat, a konstansok értelmezesi
tartomanyait és azt a tartomanyt, ahol ezek a t&pleumerikus szempontbol stabilak. Az
1.2.10 alfejezetben targyalom ezen konstansok nikoewviselkedését a hatéhoz kozeli és a
hatotol tavoli pontokban. Holstein and Ketteridgg996) és Holstein et al. (1999)
hatvanyfiggvénnyel jellemzik a szamitasi ponttédgés a hatdé mérete és a potencial
elssrendi derivaltja numerikus hibainak kapcsolatat. Az é§sggést mind elméletileg, mind
szamitasok alapjan igazoltak. A sajat algoritmussagismételve a Holstein et al. (1999) cikk
modellszamitasait a hatvanyfiggvény kéjgve ugyanazt a becslést kaptam. Ugyanazt az
Osszefliggést alkalmaztam a poliéder tomegvonzdsnpidljara és a potencial masodrénd
derivaltjaira is. Ezekben az 6sszefliggésekben \&@hgkite\bt paraméternek tekintettem. A
kifejlesztett algoritmussal megismételve a szarokasa potenciélra és potencial masodtiend
derivaltjaira becslést adtam a hatvanyfuggvényvkjie. Ennek alapjan barmilyen modell
esetén megadhatd a szamitési pontnak a hatétdbvetsagara egy maximalis érték, amelyre
a szamitasi hiba nem halad meg egyreelrdgzitettp szazalékot. Konkrét szamitasokkal
igazoltam, hogy a Il. fejezetben alkalmazotiriségmodellekre végzett szamitasokkal
elkdvetett numerikus hiba 1% alatt van. Pohanka8§)likkben a szeéz az analitikus
képletek szingularitasanak elkerlilése céljabdl betatt egye mennyiséget, amellyel a
szamitas soran a polieder minden egyes sikjahozskép szamitasi pont helyzetét
megvaltoztatta, agy hogy a pontnak a poliéder ®ikjaett tavolsagat-al megnovelte. A
szerd a potencial erendi derivaltjai esetén becslést adottsaalkalmazasaval elkdvetett
hiba nagysagara. Ezeket a vizsgalatokat elvégeatpotenciélra és a potencidl masodtend
derivéltjaira is, az eredményeket az 1.2.11 aliejeen ismertettem. Numerikus Gton
vizsgéltam meg, hogy milyenmennyiség esetén lesz a potencial illetve a p@keptss és
masodrend derivaltjaiban a valtozas mértékeal azonos nagysagreindOsszehasonlitottam
a képletekben szeréplCj és Q; konstansok kulonb@z alakjainak szamitasi idejét. Az
algoritmust, mely a potencialt és a potenciab €ls masodreridderivaltjait szamitja az 1.2.12
alfejezetben ismertettem. Az eljaras egy sajatlzpitpoliéder tomegvonzasi potencialjat és
potencial elé6 és masodreridrendi derivaltjait szamitja. Az 1.2.12. alfejezetben raégam
azt az algoritmust (lap pozitiv kérbejarasi irargléres normalvektoranak kijeldlése), amely
szikséges, hogy a szamitasokat elvégezhessuklegisz lapszamu, konkav vagy konvex
poliéderre. A potencialt és a potencialéedndi derivaltjait derékszdghasab és a sajatos
otoldalu poliéder modellekib szamitottam, ami alapjan 6sszefliggést allapitottaeg at
szamitasi id és azn x m szorzat kozo6tt, ahal a térfogatelemekn pedig a szamitasi pontok
szama.

[.2.1 A szakirodalom attekintése

A poliéder (siklapok altal hatarolt test) mas tgeftelemek mellett, mint pl. derékszdlgasab
(prizma) és tesszeroid, fontos eleme a direkt @dytomegvonzasi modellezésnek. Poliéder
elemekkel barmely térbeli alakzatot ugy tudunknieihogy annak felszine folytonos felllet
maradjon, ellentétben a deréksibgasab elemekkel torténleirassal. Ebfl kifolydlag
poliéder térfogatelemekkel val6sdgivben tudjuk példaul a felszini topografia modelljé
leirni. A pontosabb terepmodellneidldg a szamitasi pont kdrnyezetében van fontos geere
bizonyos javitasok (redukciok) szamitasan&igeodéziai alkalmazéaséat is megtalaljuk, pl. a
4769 Castalia aszteroida tomegvonzasiezét 3300 lapbol allé, az aszteroida alakjat kel
poliéder ebterével irtdk le (Werner and Scheeres, 1997). Hikadd Wieczorek (2007) a
Hold kéregvastagsaganak meghatarozasahoz a kéreigppesy hatarfellletét poliéder
felllettel irtak le, melynek az ismeretlen geonagtparamétereit inverzi6 modszerével
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1.2.1 A szakirodalom attekintése

hataroztak meg. A tsiiség inhomogenitasok leirasara (pl. a litoszférarkezeti
inhomogenitasainak leirasa, nyersanyaghiellyek) az altalanosan hasznalt derék8zimsab
mellett a poliéder kozelités is alkalmazhatd. Erééda az IGMAS (Interactive Gravity and
Magnetic Application System) Gotze és Schmidt dligdjlesztett poliéder térfogatelemen
alapulo gravitacios és magneses modellezési pro@rapy//www.gravity.uni-kiel.de/igmak/

A litoszféra fel$ 50 km-es tartomany inhomogenitasanak leirdsaréGABYAS programot
alkalmazta példaul Mahatsente et al. (1999), Ku@&02), Ebbing and Goétze (2001).
Regionalis illetve globalis étér modellezés esetében, amikor a modellezett eterl
horizontélis kiterjedése miatt mar nem alkalmazha6 sik kozelités (flat Earth
approximation), poliéder térfogatelemet hasznélva siatiségmodell dlallitasara, a
térfogatelem geometrigjabdl adoddan lélét valik a modellezett teriilet esetén a Fdld
gorbuletének figyelembe vétele is.

Direkt (forward) modellezés esetén a modellalkatadielhasznalt, altalaban homogén
(allandé sdiriisédi) térfogatelemek tdmegvonzasi potencidlja és/vagot@ncial magasabb
rendi derivaltjai kertlnek kiszamitasa. Ez térténhegdogatelem tdmegvonzasi potencial
gombfliggvénysor alakjaval (MacMillan 1958), melyajdonképpen egy kozelités, hiszen a
fuggvenysor csak véges szamu tagjat tudjuk figyberenni. A kozelités hibajanilletve a
sor igen lassan konvergal a konvergencia tartonfantestet tartalmazé gomb kéilsere)
hataranak kozelében. A masik hatranya a sorfejkedmegy a konvergencia tartomanyon
kivali pontokban a sor altalaban divergens, a kogmecia ebben a tartomanyban instabil,
vagyis barmely kis tomegatrendeles eredmeényeképp egy konvergens sor divergensatval
Konvergencia tartomanyon kivili pontokban aitérleirasara a gombfliggvénysorral toétén
kozelités nem alkalmas.

Egy szabdlytalan térfogatelem tdmegvonzasi potgacek és ennek magasabbrénd
derivaltjainak egy masik gyakran alkalmazott kdeskt kapjuk a térbeli testnek
tomegpontokkal valé helyettesitésével. A valodit@r tomegpontok segitségévebalitott
kozelitésének, annak ellenére, hogy az egész t&rerergens, hatranya az, hogy a kozelités
hibaja lassan csokken amint tavolodunk az alakeliietétl, és a hatd kozeli pontjaiban
spektralis torzulast okoz (Papp and Wang 1996). 6&eigpontokkal valdé kozelitéssel
eléallitott etér konvergencidja a valdédi &@ér paramétereihez altaldban nagyszamu
tbmegpont segitségével érhel. A gombfliggvénysor konvergencia tartomanyaban
tomegponttal tortéhkozelités kevésbé pontos mint a gémbfliggvényspelkés.

A deréksz6§ hasabhoz hasonldéan a poliéder térfogatelem tonmeggo potencialja
és a potencial magasabbréndderivéltjai analitikus képletekkel sz&mithatok. A
potencialelmélet 9. tétele alapjan allithatjuk, )n@g poliéder térfogatelem potencialja és a
potencial elérendi derivaltjai folytonosak az egész térben. &ddodoéan a potencial illetve
a potenciél elrendi derivaltjainak analitikus képletei folytonosan rhegszabbithatdéak az
egeész térben (Nagy et al. 2000). A masodiatetivaltak folytonosak az egész térben, kivéve
a poliéder fellletét, tehat a poliéder Kiiés bel§ tartoméanyaban folytonos fliggvények.

A szakirodalomban formailag kulonh®z képletekkel talalkozunk, példaul:
Paul (1974), Barnett (1976), Okabe (1979), Gotze lemhmeyer (1988), Pohanka (1988),
Kwok (1991a, 1991b), Ivan (1996), Holstein and Eetige (1996), Petro¥i(1996), Tsoulis
and Petrowi (2001), Werner and Scheeres (1997), Holstein .et1809), Holstein (2002a,
2002b), Guptasarma and Singh (1999), Singh andaSapta (2001), Furness (2000) sékrz
altal kozolt képletek. Az emlitett publikaciokbaregjeler® képletek 6sszehasonlitasaval, a
formailag kulonb6éd képletek azonossaganak igazolasaval édtsekben foglalkozunk. Az
analitikus képleteket a térfogatintegralnak vortalynalla valé atalakitasaval kapjuk, mely két
lépésben torténik. Bsz0Or a térfogatintegralt Gauss-Osztrogradszkij éégplapjan (1. Tétel)
fellleti integralla alakitjuk, ezt kow&tn a feluleti integralt kozvetlenul szamoljuk (P&alr4,
Barnett 1976) vagy a fellleti integralt vonalintéigkka alakitjuk a Stokes képlet (2. Tétel)
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vagy a Gauss-Osztrogradszkij képlet (1. Tétel 2-re) alapjan. Eit eltérd megoldast ad
Furness (1994) cikk 122. oldalan, aki a potencidb eés masodrerid derivaltjainak
szamitasanal a térfogatintegralrdl fellleti intégra Green tétel (3. Tétel) segitségével tér at.
A potencial és a potencial magasabbteddrivaltjaira a szakirodalomban talalhaté formgila
kulonbo®d keépletek valdjdban egy-egy primitiv figgvényt peknek, melyek egy
konstansban kulonbdznek, amit majd a kdveikben igazolni is fogok.

Paul (1974) és Barnett (1976) a tdmegvonzasi pikerciranyd derivaltjanak
(tbmegvonzasi ér z iranyd komponense) analitikus képletét egy sajgpaiéderre,
haromszog lapokkal hatarolt homogén (konstair$isedi) poliéderre vezették le. Ezt a
sajatos poliédert tekintették a 3D direkt modeleatapelemének, abb6l a meggondolasbol
kiindulva, hogy minden fellilet jol leirhaté haromigiapokkal. A fent emlitett tobbi szék a
levezetéseket altalanos poliéder térfogatelemreztég.

A képletek programozasanak szempontjabol jéernépést a koordinatageometria
eszkbzeivel szemben a vektoranalizis eszkozeinekezbtése jelentette. Ugyanakkor
vektoridlis alakban felirt képletek formailag isysgefibbek. El$éként Gotze and Lahmayer
(1988), majd ezt kovéen Pohanka (1988), Petrovf1996), Tsoulis and Petravi(2001),
Werner and Scheeres (1997), Holstein et al. (1998)stein (2002a, b), Guptasarma and
Singh (1999), Singh and Guptasarma (2001), Fur(2880) alkalmazzak a vektoranalizis
eszkozét a poliéder tdmegvonzasi potencialjanaka gsotencial derivaltjainak analitikus
képleteinek felirdsara. Kwok (1991a, 1991b) a kamphnalizis eszkbzeinek segitségével
vezette le a potencial és a potenciab éls masodreridderivaltjainak képleteit.

Paul (1974), Gotze and Lahmeyer (1988) a potenel&rendi derivaltjainak
értelmezési tartomanyaként a poliéder &ilartomanyat jelolik meg. Barnett a potencial
elssrendi derivéltjai esetén a poliéder kélses bel§ tartomanyat adja meg értelmezési
tartomanynak, ugyanakkor megadja a derivaltak étték poliéder fellletén is, ezaltal
megadva az analitikus képletek folytonos meghodst@dat az egész térben. Az analitikus
képletben szereplfiggvényeknek programozas szempontjabol optinaddikjat is megadia.
Okabe (1979) a potencial étendi és masodrerid derivaltjainak képleteit a maximalis
értelmezési tartomanyon adja meg, igy azérelsdi derivaltakat az egész térben, a
masodrend derivaltakat a poliéder kifisés bel§ tartomanyan értelmezi. Guptasarma and
Singh (1999), Singh and Guptasarma (2001) médszeyetencial el&rendi derivaltjainak
szamitasaban azon az azonossagon alapul, hogy eac@t elérendi derivaltjat leird
térfogatintegral azonos egy fiktiviriség-eloszlasu fellleten (térfogatelem felllete}t vet
integrallal. A potencial masodrefndierivaltak képleteinek levezetését Werner and &else
(1997) és Holstein (2002a, b) cikkekben talaljukgmelolstein bevezeti az ugynevezett
vektorinvarians fogalmat, melynek segitségével @ldték ezen invariansok linearis
kombinacidjaként irhatdk fel. Ez a felirasmdd agpamozas szempontjabdl isseyos, és
ugyanakkor lehéséget ad az egyes, formailag kulonb&epletek 6sszehasonlitasara.

A képletek hibaelemzésével Holstein and Ketteri@@96), Holstein et al. (1999)
foglalkoztak. Megvizsgaltak, hogy a képletek progoaasa soran milyen esetben lépnek fel
numerikus problémak. Osszefiiggést allapitanak nmegreerikus hiba és a szamitasi pontnak
a modellhez viszonyitott helyzetét jelletnnennyisegek kozott.

A poliéder térfogatelemmel tortérmodellezés hatranya a képletek viszonylag nagy
szamitasigénye (pl. a deréksidgasab modellhez viszonyitva). igy a poliéder afledasa
feltételezi a pontossag (mely forditottan ardnyasaalellelem szdmmal) és a szamitasigény
(mely egyenesen aranyos a modellelem szammal) tkda@mpromisszumot. Azonban a
szamitastechnika rohamos &jése lehéivé teszi a poliéder térfogatelem egyre szélesebb
korii alkalmazasat a 3D modellezésben.
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1.2.2 A potenciél és a potencial &és masodreridderivaltjainak tulajdonséagai a potencialelmélételek alapjan

[.2.2 A potenciél és a potencial etsés masodrend derivaltjainak tulajdonsagai a
potencialelméleti tételek alapjan

Térfogatelemekkel torténmodellezés soran altalaban a tomegvonzéséreparamétereinek
szamitasa (pl. nehézségi rendellenesség, geoidwaidlub Fold felszinére vagy a témegeken
kivali tartomanyra vonatkozik. Ez kozvetetten afdg@atelem tomegvonzasi éerének
leszikitését jelenti a térfogatelem tomegén kivili tarémyra. Azonban bizonyos
vizsgalatok, mint példaul a fuggonal modellezése szikségessé teszik a modellezésbe
alkalmazott térfogatelem témegvonzasi potenciakamadmegen bellli szamitasat is. Ezért
fontos megadni a térfogatelemek tomegvonzasi patgducak és annak magasabbrénd
derivéltjainak maximalis értelmezési tartomanyaigyis azon tartomanyokat, amelyen a
potencialelmélet alapjan az egyes figgvények létezAbban az esetben ha a térfogatelem
tobmegvonzasi potencialija és a potenciél derivalgdihatéak analitikus képletekkel (pl.
derékszoty hasab, poliéder), kulonbséget kell tennink az it#ned képlet értelmezési
tartoménya és a potencialelmélet tételei alapjéirhéao értelmezési tartomany kozott. Ezt a
kérdést deréksz@ighasab esetén a Nagy et al. (2000) cikk részlet&sgyalja. Fontos az
analitikus képletek kiterjesztése a potencial ednélapjan felirhaté maximalis értelmezési
tartomanyra. igy példaul amennyiben a maximalieléwzési tartomany megengedi, a
potencial és derivaltjainak analitikus képleteit gnesszabbithatjuk a tomegeken belili
tartomanyra vagy a hato hatarfeltletére is.

A tovabbiakban a potencialelmélet tételei alapjaegatdom a poliéder tobmegelem
potencialjanak és a potencial magasabhfelativaltjainak az értelmezési tartomanyait.
Homogén ((P)=p,,0P0IQ) poliéder tdmegvonzasi @&erének potencial fliggvényét a
10. tételben szeraptérfogati potencial irja le:

U(M)=Gj&dQP=GpojidQP, (1.45)
QrMP QrMP

aholU(M) a potencial fliggvény értéke Bkszamitasi pontba; a tomegvonzasi allandg,
ez esetben a poliéder térfogatelemet jeldli. Miegy p = p, konstans &riisegfiiggvény

teljesiti ap O C(Q) n C*(Q) feltételt, a 10. tétel alapjan a kivetielitasok igazak:
1. U és elérendi differencidlhanyadosai folytonos fliggvények azsegérben, vagyis

u ocH(r?).

Ebbsl adddik, hogy a poliéder tdmege és az egységnyieth M pont kozott fellép
tdbmegvonzasi ér

1

F(rM):DrMU(M):GpOIDrM( ]dQP :—Gpojr%dgp,lvl OR® (1.46)
Q Q "MP

r.MP

értelmezett és folytonos az egész terbep.-ben az alsé index arra utal, hogy a parcialis
derivalast aM valtozo szerint végezzuk.

2. Az U fuggveny végtelen sokszor differencialn&dartomanyon kivul:
uoc-(rR\Q) (1.47)
3 .U masodrent differencidlhanyadosai léteznek@harmonikus ax) tartoményon kivul:
AU (M ) =0 (Laplace egyenlet). (1.48)

4. U masodrendl differencialnanyadosai léteznek @zartomanyban és:
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AU(M)=-47p,G, OM 0Q (Poisson egyenlet). (1.49)
5.U()= lim U(M)=0. (1.50)
6.[U(M)<maxu(P), OM OR*\Q. (1.51)

POOQ
1.2.3 A poliéderhez hozzéarendelt skalar és vektornmmyiségek

A poliéder definicido szerint siklapokkal hatarodist, igy a hatarfelllete felirhatd mint
sokszoglapok egyesitése. Mivel minden nem konvekégr felbonthaté véges szamu
konvex poliéderre, a levezetéseket az altalanossagszoritasa neélkil konvex poliéder
testekre végeztem. Konvex poliéder esetében a 8glegmok szintén konvex halmazok, tehat:

0Q=0S§,
i=1Ln

ahol S a poliédert hatarolédik konvex sokszdoglam a lapok szama. Jeloljuk &-t hatarolo
konvex sokszdg oldalainak szanh@f-vel és oldalait; —vel, vagyis:

0S = 0O L.
tog=l) Y

Rogzitsik tetsdlegesen ai-dik lapot és annak-dik oldalélét (1.2. abra). Legyell; az M
szamitasi pont méleges vetilete a3 oldallapra, M; =vet; M . M; az M; pont vetilete az
Lij oldalélre, M, :vetL”_Mi (1.3. abra).POQ az integralasi tartomany (poliéder) pontja.

Minden laphoz és annak éleihez hozzarendelek skalaektormennyiségeket, melyeknek az
alabbiakban megadom geometriai értelezésiiketakmidat vektorniveletek segitségével:

r'mp, Fvp a térfogatelem aktuali® pontjanak azM szamitasi ponthoz viszonyitott
helyzetvektora és annak hossza

ajj azi-dik lapj-dik csucspontjanak helyzetvektora

N az S lap normélvektora

lij, M az L; el vektora és annak egységvektora, melynek iraagd pozitiv iranya

jeloli ki. 0§ pozitiv irdnyanak azt a koraljarasi iranyt tekiktj amellyel azZS
lap normalvektora jobbsodrasu rendszert alkot, agy normalvektort az
Oramutato jaradsaval ellentétes iranyban jarjuk &6ebdS mentén, igyS
sokszdoglap mindig a balkeziink deésik

(Wi, i, vij)  azli; elhez hozzarendelt jobbsodrasu ortonormalt remdsze=p; xn;,

r 1ij, T 2ij az L oldalél csucspontjainakl ponthoz viszonyitott helyzetvektorai
roijs Toj azM; csucspontnak &gl ponthoz viszonyitott helyzetvektora és annak hssz

Rwve, Ryp a térfogatelem aktualiPL]S pontjanak azM; szamitasi ponthoz viszonyitott
helyzetvektora és annak hossza

hi azM pont ebjeles tavolsaga ag oldallaptdl, vagyish = vet, ry,. h negativ,
haM az § lap altal hatarolt ég; altal kijel6lt féltérben van, a vetilet fliggetlen
aPOS pont helyzetéi

hj azM; pont ebjeles tavolsaga az; oldalel®l, vagyis h, =vet, My hj pozitiv,
ha M; az Lj iranyitott él bal oldalara, vagyis & sokszdglapot tartalmazo
feltérbe és negativ, ha ennek kiegéstélterébe esikh; nagysaga, vagyis a
vetillet fuggetlen &L pont helyzetéi

lj azL; €l hossza

I POL;; pont ebjeles tavolsaga al; ponttol

|lij, |2ij I 1ij, I2ij vetlletei at; oldalra

Dy rwij, Iij vektoroknak a5 sikra e8 vetiletei altal hatarolt haromszoglapok
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I.2. dbra. Soldallap és az oldallapot hatarolé I.3. abra. Az L;; oldalélhez hozzarendelt skalar és vektor-

0S egy része és az ehhez tartozé vektokbk mennyiségelui, ni, v;) azL; élhez hozzarendelt jobbsod-

szamitasi pontyl; azM pont vetillete ag rasu ortonormalt rendszet, I ,; azij €l csucspontjainak

oldallapra,P a poliéder lapjanak tetdleges helyzetvektorai &4 pontra vonatkozoamyosj, Aogij, Maij

pontja rendre aMiM;Aj1, MiMj A1, MiAjAj haromszoglapokat
jeloli

Az altalam kifejlesztett eljarasban, mely a poliéeéterének paramétereit szamolja, a
poliédert a cstcspontjainak koordinataival rogtet igy egy lap esetén ismertnek tekintem
a laphoz tartoz6 csucsok koordinatait egy bizorsarsendben, vagyis egy kérbejarasi irany
szerint. A tovabbiakban rogzitettnek tekintettemi-aitk lapot. Konvex poliéder esetén a
lapok is konvex sokszdgek, igy barmely egymast WHveélvektor (pl.

1% =a), —al,I°, =a —a’,, ahol a 0 index a kezdeti korbejarasi iranyra utadktorialis
szorzatanak egységvektora megadja a lap azon nakbd@tat mellyel a kezdetbe rogzitett
korbejarasi irany jobbsodrasu rendszert alkot. vabdiakban a felllet kibsnormalisara lesz
szlikség, igy ellgirizni kell, hogy a poliéder kidsvagy bel$ normalisa kozil melyiket jeldli

ki a vektorszorzat. Mivel vizsgalatokat konvex pdierekre dikitettem, ezért igaz, hogy a
poliéder barmely két lapjanak tetézges két pontjat dsszekoegyenes pontja a poliéder
belss pontja. Kivalasztok egy belspontot és jeldlie X, Yo, Z) ezt a pontot. igy annak
eldontése, hogy a vektorialis szorzat melyik norstgeloli ki, leegyszdrsddik arra, hogy
eldontsem, a szamitott vektorialis szorzat mely@kéfbe mutat, a lap és a kiglent altal
meghatarozott féltérbe vagy az ellenkdeltérbe. A programban a bélpontnak a poliéder
sulypontjat valasztottam. Ha a vektorszorzat a pxnyot tartalmazé féltérrel ellentétes
féltérbe mutat, akkor a vektorszorzat a kim®rmalist, a megadott kérbejarasi irany pedig a
pozitiv iranyt jeloli ki. Ellenke& esetben ha a vektorszorzat a 6glentot tartalmazo féltérbe
mutat, akkor ahhoz, hogy a lap killsormalisat és ehhez tartoz6 pozitiv korbejarasiyit
kapjam meg, megvaltoztatom a vektorszorzdijelt és a lap csucspontjainak eredeti
korbejarasi irdnyat. Ezt a vizsgalatot a poliédandan lapjara elvégezzik. A fenti vizsgéalat
matematikailag a kdvetkéképpen irhato le:

X Yy z
% Yao % v 7 pedia az:
flay +13%15,)0F (X5, Ys,25) <0, ahol f(x,y,2) = X, Vi, Zj pedig az;
i2 yi2 Z|2
i3 yi3 Z|3

vektor komponensei.
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Ha teljestil az egyetilenség, akkor a megadott irdnyt megtartemp=a; , I, =17, j =11()

IilxliZ

és azS lap normalvektora an, = alapjan szamithaté.

Fa <1,

Ha nem teljesll az egyeitlenség, akkor a megadott iranyt megvaltoztatam= aﬁ(i)+2_j,

. AT 0 i _ TN o« , , |i01><|i02 lilxliz

j=2130), Iy =-lj, j=1I() és azS lap normalvektorat an, =—‘|0 0 :|| | |
0 x| ‘ x|
i1 i2 i1 i2

képlettel szamolom.
Konkav poliéder esetén a lapok kodzott lehetnek kordokszogek, melyeknek a korbejarasi
1(i)-1

Z (aij - ail)x (aij i

j=2

1()-1
iranya altal kijelolt normal vektort aZ(aij —ail)X(aij+l—ail)/

j=2

képlettel szamolhatjuk ki (Pohdnka 1988). Korlatosdellt feltételezve a konkav poliéderek
beirhatok egy téglatestbe, pl. az Xmif, Xmad X [Ymin, Ymad %X [Zmin, Zmad,
ahob(max = ma){XP|P(XP’ yP ! ZP)D Q}’ Xmin = min{XP|P(XP’ yP ! ZP)D Q} a pOliéder pOﬂtOk
koordinatainak maximalis illetve minimalis értékétoli. Hasonloan értelmezzi¥nax, Ymin,
Zmax Zmin €rtékeketT(Xmax Ymax Zmax) @ poliéder kiul§ tartomanyanak egy pontja lesz. Ezzel a
kezdponttal félegyeneseket allitok6elmelyeket agy kapok, hogy a kegmbntot rendre
O0sszekotdom az egyes poliéder lapok egy delsntjaval. Minden lap esetén a kdvetkez
modon szerkesztem meg a Kilsormalist:1. Rogzitek egy lapoR. Megvizsgalom, hogy a
félegyenes, a rogzitett lapon kivil még hany pantimetszi a poliéderB. A félegyenesen
sorba rendezem ezeket a pontokat. Felhasznalomy bgy T kilss pontbdl kiindulo
félegyenes és a poliéder lapok (ez alatt a sokshél tartomanyat értem)T;
metszéspontjaibdl é&dllitott szakaszok egymast véltva a poliéder &lldetve bel$

tartomanyaban helyezkednek el. Ennek alagfdyj a kils, [T,T,| a bels, [T,T,| a kil$

tartomanyban és igy tovabb elhelyezkestakaszok4. Ha a sorbarendezés utan a rogzitett
lapon felvett bels pont rendje paros, akkor a rogzitett lap &lidrmalisa az lesz, mely a
T-vel ellentétes iranyba mutat, ha péaratlan, akkeoranalis ar pont irAnyaba mutat.
A kilsé pontbdl végigpasztazva a poliéder minden lapekaz eljarassal minden laphoz
kivadlaszthatom a hozzatartozo killsormalist.

Az aldbbiakban a vektor és skalar mennyiségek tddka vektorniveletek
segitségével édllitva:

e =T =Ty Tup :|rP_rM|'

Iy = a0 —ay, 1 :‘aijﬂ_aij :
.. x]. a .. —a.
— il i2 — ij+1 ij _
ni_|l x| |*”ij_ 1 Vi T XN
i1 " iz Qi ~

Py =& Ty My =@ ~ Ty -

Foi :‘rlij x”ij" h =rye th =ry I =r, Iy, b =r; B

I
Ly =1y Oy Ly =1y Oy =1y +1,
aholrwp, roj, lij pozitiv skalarmennyiségeh, hj, lij, lj mennyiségek éjelei azM szamitasi
pontnak az§S laphoz illetve Lj élhez viszonyitott helyzet#t figgenek, amint azt a
skalarmennyiségek geometriai értelmezésénél maadteq).

POS,

ij !
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[.2.4 A tbmegvonzasi potencial analitikus képleténekilénb6zé levezetési modszerei

A tomegvonzasi potencial értéke egy pontban a ngfaérfogatintegral kiszamitésat
jelenti. A témegvonzasi potencial analitikus kégted térfogatintegralrol vonalintegralra valo
attéréssel kapom melyhez két I1épésben jutok eb Elgésben attérek a térfogatintegralrol
felllet integralra. Ehhez a kévetkedsszefluggesih indulok ki:

uUM)=Gp j—dQ G”ij dvego (1.52)
v Mvip
Felhasznaltam, hogy:

e _ ¢ —X arMP:”_y arMP:Z_Z
0§ e 07 e 0 Mvp

0, de - ( ]i{u}iiu]:i,
v 0¢ on Mvip 0¢ v M'vip

ahol M(x, y, z) a szamitési pon®(&,77,¢)0Q pedig a poliéder pontja.

és

Ha M O Ext( ) a poliéder kulé pontja, akkor a x P flggvény értelmezefd-n és teljesiti a
MP
Gauss-Osztrogradszkij tétele feltételeit (Id. 1.4lfejezet el§ tételét), igy:

(o, £¥da, = erF’ . (1.53)
Q rMP

0Q MP

Ha M OInt(Q) a poliéder bels pontja, akkor azﬂ flggvény nem értelmezett a
rMP

P =M OInt(Q) pontban, tehat a@ tartomanyon nem teljesiilnek a Gauss-Osztrogradszki
tétel feltételei. A tételt af), =Q\ Z(M, ) tartomanyra alkalmazhatjuk, ahgt(M, &) egy
M kdzéppontlesugaru gémb, melynek alapjan felirhatjuk, hogy:

j O, dﬂdQ = j mcp

A gbmb sugarat nulldhoz kdzelitve kapjuk, hogy:

u(m)=lim [0, dﬂdQ =lim [ 24 (gl , =lim jﬂm [ Twe gy, jﬁm o,
%50, rM o 'vp 0z(M.¢) TMP 50 vP

ugyanis a masodik tdgatarértéke nulla. Ezt a kdvetkemnddon lathatjuk be:

N e | rMPdﬂdaP= [do, =47* — ohae - 0.

az(m.e) Tvp az(m.) Tvp 32(M.g) 'MP 32(M &)

Ezennel igazoltam, hogz
r
.[Drp E—TﬂdQP = jﬂmcp
Q rMP

0Q " MP
egyenbség teljesul mindeM O R® pontra. Ennek alapjan:

uM)= _Gpo, ID dmdQ _Gp, j VP [gies _Gp, j VP g, _Gp § J’rMP h.do, =
2 2 r

Mvip aQ ' MP éa 'vp i=1s 'mP
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= %Py jidap OMOR® (1.54)
2 i1 5 Mvp
Paul (1974) haromszdglapok altal hatarolt sajatgger esetén minden laphoz egy
alkalmasan vélasztott koordinata transzformacié itségével kiszamitotta a
haromszdglapokon vett integralokat. Minde®,A2Az laphoz hozzérendelt(xi’,yi',z{)

koordinata rendszer kedgontja az Aj; cslcspont, x =AA,, Yy OAA, 6és
y 0 (A,A,A;), Z Ox ész Oy, agy hogy(x,y/,Z) jobbsodrast rendszer legyen. Az
igy kapott képletek viszont programozas szempoaljabnyolultabbak.

Altalanos poliéder esetén, a sokszdoglapon vetgiate&kiszamitasa bonyolult feladat,
ezért ez esetben a fellleti integral kiszamitdsdhomegfelad integral atalakitd tételt
alkalmazva attériink vonalintegralok szamitasara.

Vonalintegréalra val6 attérést a Gauss-Osztrograpkeglet (Id. az 1.1.1 alfejezet éldételét)
vagy a Stokes képlet (Id. az 1.1.1 alfejezet mdsdételét) biztositjia. A Stokes tétel
alkalmazasahoz minde® laphoz keresni kell egy, (rp) vektor-vektor fuggvényt, melyre

teljesul:
0, xf(rp) 0, =roff (r, ), =1 opos, (1.55)

e i d
r.MP

a Gauss-Osztrogradszkij tétel alkalmazédsahoz @edig

1

0, 0,(.)=—,0POS (1.56)

r.MP

feltétellel megadott flggvényt kell keresni. Aﬁ(rp) fuggvény nem egyértelien

meghatarozott az (1.55) illetve az (1.56) feltékddd. Innen adodik a poliéder tdomegvonzasi
potencialjara és derivaltjaira a szakirodalombdalhatd analitikus képletek kdzoétti formai
eltérés. Etil eltérs megoldast Kwok (1991 a) ad, aki a felUletintegrhalronalintegralra a
komplex analizis Aaltaldnositott Cauchy tétele (&k 1.1.1 alfejezet hatodik tételét)
segitségeével tér at és a vonalintegralok szamiti@saformailag ugyanarra az eredmeényre jut,
mint Gotze and Lahmeyer (1988) vagy Pettdi996). Barnett (1976) és Okabe (1979) pedig
a vektoranalizis eszkdze helyett az analitikus gdoen eszkdzét hasznaljak, igy &z
fuggvénynek a koordinatak szerinti explicit alakjatkalmazzdk. Képleteik formailag
azonosak Pohanka (1988), Holstein and Ketterid@®g)JLes Werner and Scheeres (1997)
képleteivel.
Az (1.55) illetve (1.56) feltételt teljesitfiggvények megvalasztasanal céléizamra térekedni,
hogy f értelmezett legyes minden pontjdban. Pohanka (1988), Holstein (2Q0Ha)stein
and Ketteridge (1996) és Werner and Scheeres (1997¢n nem szingularis, mig Goétze and
Lahmeyer (1988), Petravi (1996) S -ben szingularis flggvényeket hasznalnak. Az
I.1 tabldzatban Osszefoglaltam az egyes #$keddtal értelmezetf fliggvényeket és azok
tulajdonsagait.

A tovabbiakban igazolom, hogy az I.1 tablazatbamaudettf; fliggvények valdéban
teljesitik az adirt feltételeket:
l.

Drp EER—EAPrMPj = rMP(DI‘p @j-'- RZAP [ﬁDI’PrMP)z rMP(_]Z-(DI'P |J?MP)-'-RMP [[DrP ]2- J+
RMP RMP RMP RMP RMP

+RMPd§MP :rMP(R?A _ZRMP[‘RMP]+RMP MP — 1 .

2 4 2 2
Rue  Twe P P Rup  Twe Mvip
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R R R |, R
O—" =0 [ﬁR—QMP(rMP _|hi|)j = (rMP _|hi|)(Drp n j +$ DD”’ (rMP _|hi|) -

' r.MP + |hl| o MP Rl\2/IP P
R 1
=R, )=

R.. e — D e =N fwe — [N,

MP MP MP

=(2 Fwp _|hi| n + R;P _Z(rr\ip _rMP|hi|)R

wxn xRW)jm -

Rrslp I Mvp Rrjlp
— 2rMF’ _|hi| + RI\ZIIP _2rMP(rMP _|hi|) Rs‘ :i
b .
Rf\jP r‘MF’ 4P rMP
Felhasznaltam a kovetkéazonossagokat:
O(uw) = ud v + (Ou) O és (1.57)
Ox(uw) =u(0dxw)+Ouxw. (1.58)
I.1 tdblazat. Vizsgaltf fliggvények értelmezési tartomanyai és az altalijgsitett feltételek
Szer@k f Ertelmezési Feltétel
tartomany
1. Gotze and Lahmeyer (1988) R Ha M. OS 1
filre)=—2r,p = i : 0, flrp)=—
2. Petrow (1996) ( P) RZ, MP akkorf, nem P ( P) My
R 2 R értelmezetP = M,
e, N — pontban
'vip Ivip RMP
Pohanka (1988
( ) fi(rP)zhz S [lrpfi(rp)zi
M +|h| Mvip
= ZIP (rMP _|h||)
MP
Holstein and Ketteridge R M —|N S 1
(1996) fi(rp)=nix[ J w -] ] O
Rue Rue MP
o x RMP
| (rMP +h, |)

A tovabbiakban megadom az (1.56) egyenlet altalanamegoldasat az
{fi(rP)DS|fi(rP)=c(x’,y')RMP} figgvényhalmazon, aholx( y) az S —hez rendeltM;
kezdbpontu koordinatarendszerR,.ebben a rendszerben B pont helyzetvektora,

Ry =(X,y) és 1, =xX2+y2+h?. Az [, fi(rp)zi egyenletet az x{, y)
° r

MP

koordinatarendszerben oldom meg. Az f.(r.)=0, (c(x,y')(X,Y')) =1 egyenlet a
" " e

kovetked elssrendi kvazilinearis, azaz a derivaltakban lineéaris gargidifferencialegyenlet

megoldasahoz vezet (Polyanin et al. 2002):
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W ac(x,y) iy ac(x,y) - —2g(x 1

X,y )+ :
ox’ oy’ ) JXZ+y?2+h?

melynek altalanos megoldasa:

s L e
] Yy — /- y’ X2+y2+h2 _ X'
c(x,y)=x 2;{—j+ o=
] N\ 2 '
R O o RN a e e
X X

X
o2 )+
X
)=—"%—R
Rup
ahol ¢’ egy tetsdleges fiiggvény.¢f'= Oesetben a Gotze and Lahmeyer (1988) és
Petrovit (1996), ¢’ = -|h| esetén pedig a Pohanka (1988) altal megdgfitygvényt kapjuk

vissza.¢’ = -|h| azegyetlen olyany’ fiiggvény, melyrd; értelmezett a5 lapon és teljesiti a

Gauss-Osztrogradszkij tétel feltételeit ebben tata@nyban (Id. a Il. bizonyitast).

A tovabbiakban igazolom, hogy az (1.55) és az (l.56ltételeket teljesit
vektorfiggvények meghatarozdsa ugyanannak a véggrénynek a meghatarozasara
redukalddik. Legyen:

10, e )m = 2 esm= )=

r.MP r.MP

Tehéat az (1.56) egyenlet altalanos megoldéda;

MP 1

az (1.55) és az (1.56) feltételeket teljésiektorfliggvényekdl allo két halmaz (a tételekben
vektorfiggvényekre aw jeldlést hasznaltam). Konnyen igazolhatd, hogaha ésB halmaz
vektorfliggvényeinek értékei & halmazban vannak, akkor

f Stokes: ni Xf Gauss—Osztrograd;zkij,
. 1 .
aholn; az S lap normalvektoraf>""**az {f O S,|(Dr xf,(r,))m, :—} halmaz elemenig
" Mve

fGaussOszirogradszkij 5 7 {f DS,|DrPfi(rP):ri} halmaz elemeEzzel igazoltam, hogy azon
MP

vektorfuggvények halmazéan, amelyek értékeiket Sazlapon veszik fel, a Stokes és
Gauss-Osztrogradszkij tétel (Id. 1.1.1 alfejezetteladt) alkalmazasadhoz sziikséges
vektorfuggvény dlallitdsa ugyanannak a figgvénynek a meghatarozesaeshet vissza.

Az (1.55) feltételt teljestt figgvények kozil, ha pl. a Holstein and Ketteridy@96)
altal megadott alakut valasztom, alkalmazva Stdiétslét a kovetkez vonalintegralhoz
jutok:

n G n G n
u(m)=2 3 [Ldg, = 20 h [0, xf, () mido, ==L S h [t Ml =
S =1 § =13

1) R,

_Go N _Gpy §
-5 ;thf(rP)j’ijle_ 5 ;hi' nix(wﬂudl

— Gp, zh h 1 dl, . (1.59)
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A felllet integralokra alkalmazva a Gauss-Osztrdgr&ij tételt, Pohanka (1988)
cikkben megadoff; (I.1. tAblazat) esetén szintén az (1.59) vonaijrétnoz jutok:

u(Mm) Gp‘)ih,jidap GpOZth , (1, o, = pOZhjf ) G,
=1

2
1= S "'MP
n I(i) (i)
GpOZHZJf )G, i, GpOthj Rue 5 gl
2 i= j=1 L i j=1 L; r |
Gpo n I (i) 1
- hYh [—=di.. 1.60
3 Z .JLj”rMP+|hi| - (1.60)

A levezetésben felhasznalasra kerult az
(ni XRMP)L—lIlij = (ni x”ij)DRMP =v; [Ryp =v; My =hy, (1.61)
azonossag, ahel adS vonalj-dik szakaszahoz tartozé normalvektort jelfii,pedig g-dik
szakasz egységvektorat jel6li (1.3. abra).
Ha fi-t Go6tze and Lahmeyer (1988) vagy Petto\il996) szerint valasztom
(1.1. tablazat), akkor a fellleti integralrol vomaégralokra valé atéréshez fazzingularitasa
miatt a Gauss-Osztogradszkij tételt é§y = S \ (M, , &) tartoméanyra alkalmazhatom, ahol

(M, , &) egyM; kézéppontiesugard korlapot jelél.

_. Gp, Gp, ¢ _
U(m)=lim =7 Zlhs{rw =lim =2 ZHSID , (rp Mo,
= lim 'OOZh jf )l = lim 'OOZh(jf )Gl + jf [vouJ
Snc (M)

_Goy ¥ N i MP
=——>h f(r M dl, Ilm f(r dl
2 & ZI m, e

= SmﬁMs

_Goy | W 1 h’ i Rpp , N _
_T.Z:;'h Zh]j r_+ haxlpjdlp LIT)SWK;([M,E)(_-'—"MPRMPJC“PJ_

I O AN Mvip M

n 1) 2 2
=GPy M(L+ i joup- im | (M+“—jdlp =
2 3 i \we Mvp Rup RMP*OSQ@(M“RMP) e weRup

EICTZAN
_ZiZ:;‘h

1 10 1
=dl+ Y R —dl, -|n|8 | .62
[+ [ Ihlj (1.62)

Felhasznaltam, hogy:

R, W jdl —nm(RM'w i j [dlp =
504

lim

prﬂOSmﬁ(Mi,pr)( e weRup Rup =0 T M'we Rup M, ,Ryp)

h’ _
lim 6R,» =|h|6.(1.63)
RMP*O[\/RMP 7 Ry fRup +h } d

8 azS n (M, &) korivhez tartozd szdg,
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2 ha M, OIntS
4 haM; 110 \{An’Az’ Al(i)}
6 = . (1.64)
AJ—lA] A]+l == arccoé"’l] L—II'I'I] l)haM - A] {Al’ AZ""’AI(i)}
0 ha M, OEXtS

A potencial analitikus képletének felirasahoz &dsd Iépésben a vonalintegralokat
kell kiértékelni. Az (1.59), (1.60) és (1.62) aldpj a kdvetkez primitiv flggvényekre van
szikseégunk:

o i|h|dl, jriou,j—lz di (1.65)

Tvip Fvp

dl jeloléseket,Pohanka (1988)
LIV +| i|

1]

Bevezetve ac(h,,h,],l)—j%cu ésc = J’#
I'vip

szerint ezek a mennyiségek a kovetkatakban irhatoak:

| - j _ hIJ -
(h“hu’l) .[rMP+|hi|d|_J. |2+hij2+hi2 +|hi| .[ e 2h”|h|'[t+|hi|) "'hiJ'Zdt
=-h, In(\/m—l)+2|h|arctanv|2 Ml +hh2 ~!+]h|
=-h, In(r,, —1)+ 2|h|arctanr“”'°_h—|+|h|. (1.66)

A primitiv figgvény szamitasa gl +hf +h? =1+t valtozécsere alkalmazésaval tortént.

A |JI? +h? +h? =t -1 valtozécserét alkalmazva:

h. h.
clh by )= [ = [t 2h,J|h|J';dt=
e + [ (t+h[)* +hf
=h, In(rye +1)-2h |arctan$|h| (1.67)
i MP i )
h ij |h | N
c, = L— {— h, In(rye —1)+2h, |arctan—} =
L r.MP +|hi| ij Iy
12
= {hﬁ In(rye +1)-2h |arctan—|hq : (1.68)
i Iy

Programozas szempontjabdl (lasd az 1.2.11. alfeggzac; hatarozott integralnak egy
elonyds alakja Pohdnka (1988) szerint:

h. i+l _ ry +ly
G = j r +“|hi| di =, [Sign(lzij )In . r ‘ 2]‘ _Slgn(lzij )|n—1‘ ‘ 1“}—

L Oi 0i
2hij (l 2jj _Iljj ) _
oy +1y )2 - (l gi )2 + 2(r2ij RLET )hi|

Tovabbiakban Holstein (2002a) alapjan értelmezzGk és Q; konstansokat:

(1.69)

~2h;| arctan (
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¢, =h,C, —hQ,. (1.70)
Az (1.66)-(1.69) alapjan a kovetkéxifejezéseket irhatjulel C; €sQ; konstansokrd.4tablazat):
CijPOharmal = _[In(rMP _l)]:lz,;J J
ohankd _ 2ij
CijP e = [In(rMP "'l)]:lij !

b -

Ci;:’ohanka? - Slgn(l i )|nw - Slgn(| 2ii )ln

Oij Oij

P
Qpenanit = [25|gn(h)mrctan—|hq :

J

Illj

Qenankdt = {25|gn(h)mrctan—|hq :

j
2hij (I 2 llij )
(r2ij RLET )2 - (l g~ )2 + 2(r2ij * 1y ]hi|

Ilu

QP = 2sign(h ) Carctan

, (1.72)

ahol a fel§ index a szekznevére utal.
Holstein and Ketteridge (1996) mlndcz(ah,, i ) mind ac; mennyiségekre az (1.66) illetve
az (1.69)-tl eltéers alakot hasznal, innen adddik a Pohanka (1988)ddstéin and Ketteridge

(1996) altal a potencial €leendi derivéltjaira megadott képletek kozotti formaiéedts.
Holstein and Ketteridge (1996) szerint:

~|h h
c(h,h 1) = j _er" |'|d|:j|2rfhij2d|—jlz|| di =

12 +hy?

12 +h? +h?

_ rﬁp L __Inl
_j (|2+h“2)dl .[|2+h“2dl——J' (I2+hif)d| j|2+h2d|
_j—dl+h jj_)+h2 —|h|j|2 v dl. (1.73)

(1.73)-ban szereplharom primitiv fliggvény alakja rendre:

1.jid| |+—mdl—ln(l+m) In(l +r) (1.74)

1
|3

|12 12

th, rh; lh,
-1 arctan— |=— L arctan— | =1 arctap - |, (1.75)
h,h, h h,h, Th ) hh th,

(1.75)- bena,/1+ hJ E i) :I— =t valtozdocsere kerllt alkalmazasra, az utols6 edggéqi

pedig a kovetkezazonossagon alapszik:

1 o1 1 1 _
S e L e hhh’z( hiszdl- el

m2 hax>0

arctanx + arctan—
-m1/2 hax<0

X
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1 1 I
3. jmdl =——arctan—. (1.76)

h h

(1.73) - (1.76) alapjan Holstein and Ketteridge 969 szerint értelmezett primitiv figgveny
alakja:

c(h,h.1) =h; In(r,. +1)+h arcta{%j —|hi|arcta{hl—j (1.77)
rh. ’
ij ij
A ¢; konstanst a:(h, h. I) primitiv fuggvénynek ak;j él mentén vett értéke adja, igy:

i Hhij o

.
h.. ) 2ij
c = J' —dl = {hij In(rMP *| j +h arcta{ h j—|hi|arctarEhl—ﬂ
L, fve +|h| o Fyp Y i

Iy

i
h. |
=|h, In[rMP +|j—|hi|arcta{+J (1.78)
Foij Foi +rMP|hi|

)
Iy

Az (1.70) szerint bevezetett konstansok az (1.18pjan a kovetkezalakokban irhatdk fel:

12
C = jidl :[m(rw +'H | (1.79)
! r ro.
L MP 0ij

g

Q; =sigl‘l(hi)EEarctarEr:—in ’ —{arctarE er:Ihij H ’ :sign(hi)EﬁarctarEMJ] ’ . (1.80)

h by Iy

A Cj (1.79) alakjat hasznalja Petré\i1996) és Gotze and Lahmeyer (1988) is, ezért a
tovabbiakbarC;; ezen alakjanal a féisndexben a szesk neve alapjan BIPGL roviditést
hasznaltam (1.4 tablazat). Az (1.80)-ban sze¥eQ| kétalakjanak jelolésére lolsteirT,

illetve Holsteirf felss indexeket hasznéltam (1.4 tablazat):

P
CHPEL — | |n Myp +1
: Foi )

Illj

Qs =sign(h ) [ﬁarCta’Ehl_jH {ama{ er: lhu- ﬂ.

by

12
_ h|
Qrse = sign(h ) arcta{—" ]
' foi * e N}

Ilij
Holstein and Ketteridge (1996) és Holstein et H909) cikkekben &; €s Q; konstansokra
programozas szempontjabdl a kovetkelbnyds alakokat talaljuk:

Foj T Iy

1+

i 0y +1 |

c™e = |n(Mj =2 arctanh————— ||, (1.81)
P +r1ij _Iij 1 2ij +r1ii

|.

1
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sign(l,, {In{L}:Z”D ha sign(,, )=sign(y, )
C}!—lolstein - 1ij 5 - (|82)
sign(l , {In[(rz., +‘|2ijr‘)2(r1ij +‘|]jj DJ ha sign(l y )¢ Sign(llij )
0j i
. 2h; (|2i' _lu') ; — oj
e 25|gn(hi)@rctz:1n(r2ij +ry +d, )(rZZ#l JJr(lrﬂj —Id:j )+ 2{ry +ry )| ha  sign(l,; )=sign(y; )
2~ ljj

2sign(h, ) Carctan

ha signll,; )# sign|;
(rzu‘ + Iy +dij) /a, +2(r2ij +r1ij)hi| n(zl) n(]”)

(1.83)

ahol a; = (rzu +1y )(rlij =l )/rOZ’ dj =1y — 1y
Werner and Scheeres (1998) konstansokra szintén az (1.81) alakot hasznaijhjedoli a
HWS felss index. Az (1.81) és (I.79) ekvivalencigjat a kdseté modon igazoltam.
Kiindulasul vettem a kdvetkézazonossagot:

. —l.. r.. —l..
2 _ _ _ _ sz 20 2 _— 1 1ij
rijO - (rZij |2iJ )( 2IJ + |2IJ )_ (rlij IliJ )( 1ij llu ) Ennek alapjan' | - +|
5 Tly Ty Ty
Tovabba:
Py =l + 0 +ly gy =y +ry +1y _ Do +ry =l gyt L g =l oy
ry +ly Mo * 1y My + 1y My + 1y M+t Ty Izu

Ezzel igazoltam az (1.81) és (1.79) képletek eklénaiajat a két kifejezés kdzos értelmezeési
tartomanyan.

A potencialnak az (1.62) szammal jelolt kifejezésBlG6tze and Lahmeyer (1988) és
Petrovt (1996) szerdk is eljutnak a megnevezett cikkekben. Ahhoz, hapwl az
Osszefliggésth eljussunk a potencial analitikus képletéhez, |&&5§-ben felsorolt két utolso
primitiv flggvény alakjara van szUkségUnk:

1 +h? +Ir
j—dl In(r,,e +1) esj dl = arctarE“—MP]. (1.84)
I'vp MP hihij hihij
1 -nek az (1.84) és az (I.75) alakjai formailag kibldémiek. Igazolhatd, hogy a két
I'vip Rup

h;
primitiv flggvény egymastol al—arcta{ . j konstansban kilénboznik.
i) i

Gotze and Lahmeyer (1988) és Pettdili996) alapjan & és Q; konstansokra a kovetk&z
kifejezéseket kapjuk:

fcpe"m:m) hj —=dl, +h?h, j—dl -|h|6 =
r Ry

=1 =1 L MP M'vp Rvp
iy [ h & 1)

= | hyIn(rye +1)+h arcta - -|h]6 = hC, -hey, (1.85)
i=1 MP ' fjj j=1

ahol
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|2ij
1 e +|
c*ot = J'r—dl :{m( MrP ﬂ , (1.86)
L; MP Oij )

Illj
_ 1(i)
QiPetrowc — _Z arcta

_ h"h H +signunih )6, . (1.87)

MR )y,

{n l(l)nt{%ﬂ Sha=3nc -he. 089

Ly

+1
CHPGL |:In(r—]:| ) (|89)

|1u

|2ij
1) [2 +h2 +|
QfFt=-> {arctarEh'—hrMPH +signunth, )8, (1.90)
=1 i by

A potencial alakja a bevezeteft Cj ésQ; konstansok segitségevel:

1() n 1)
u(M)= GpOZhI—d 6002h qu%;h[ZW . —h j (1.91)

i=1 J =1

Lathato, hogy a potencial@; és Q; konstansok linearis kombinacioja, al@la logaritmus
fuggvénnyel leirt tagokat{2, az arctangens figgvénnyel leirt tagokat jeldlik@nstansok
kilonbd® alakjanak a programozas szempontjabdl van j&ége.

Guptasarma and Singh (1999) és Singh and Guptas@0td) egy mas,Fj, Qj, Rj)
konstansrendszert alkalmaznak a potencialéretgli derivaltjainak felirdsara. A
kovetkedkben levezetem a potencial analitikus képleteit Py, (Qj, R;j) konstansok
segitsegével:

rlv,dl _Ir[(uij xn, )di 'I ry [(dixn)  ory ((dixn,)

he, = |
r.MP L r.MP L. r.MP

ij ij ij ij

d d d d d
<l o] 20 ot o 2 - 2 ol o [t -
L MP L “MP Twe L MP L  MP L MP

Ij ij

(X]jj - X)(nisQij -n? R; )+ (yljj - y)(nilRij - nispij )+ (Z]jj - Z)(nizpij - nilQij )= Ty [ﬁl i XN )' (1.92)

aholdl = (d&,dn,d?), ry, = (% y,2), rp = (&E.7), 0, = (0t 02, 0),
Iy =1y =Ty = (XZij = Xy Yaij T Y0 Zoj T 4y )

A Py, Qj, Rj konstansok rendre ﬁﬁ d—” IK vonalintegralok értékei.

L r.MP L r.MP L r.MP

E_X]_ij _ 17 = Yij _ ¢~z
= Xy Yoi ~ Vi Zy; Zil]

=

MP

-

Mivel P(¢, 1, <)L, felirhato:
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Haa— ™ - valtozécserét alkalmazzuk, akkor:
2|] Xll]
w = E-XP -y \/Iztz +2r,l,t+r2 , aholly= |1l
Ezt felhasznalva Bjj, Qj;, R.J konstansokra a kbvetl@kifejezéseket kapjuk:
dé _
i I )<1I I Xll ! (|'93)
1 .[ 21 ]I\/lzt +2 1|2] (21 1)1
és hasonloan
Qij = (y2ij - ylij )lij ' R ( 2IJ le]) ij? (|94)

ahol

2 2
\/I +2r 1y g L gy

ha Py * o W z0
| = |., fy T By , (1.95)

1 lij _rlij‘
—In"—— ha r; +ryp; =0
i I3

A potencial alakja &;, Qj, R;, lij konstansok segitsegével:

u(m)=£ Zh(ghﬁqj —hiQij:

=1 j=1

n 1(i)

= %.Z—: h JZ (Xlij - X)(nisQij -n’ R; )"' (ylij )(n R, — n’ ) (Ziu - Z)( - nilQij )_

n 0]

Ggo %h.ZQ _%[zh 2|” rl“ ( ) )_lﬁihizgij (1.96)

1.2.5 A Cjj ésQ; konstansok geometriai jelentése. Vektorinvariansokrtelmezése

A tovabbiakban az), konstans geometriai jelentésével foglalkozom Wearet Scheeres
(1997) eredményeire tAmaszkodva.

1(i)

Zcu J-_ —J- Mp+h' do, j .[D P do . —jwdgpz

3
j=1 Mvp MP s MP S MP

—j v Sl —(n, mMPj L Twe Iy 0'P=Zhij Iidl—hijwdap=
= L fwe 5 M'vip

3 MP

ﬁh]c -hQ,, (1.97)
ahol
1 h cosl e, N,
C,=[-—=dl,Q =][3do =j@dap. (1.98)
Twp S r S Mvp
Az 1.1.1 alfejezet 12. tétel 2. megjegyzése ala@iar), annak a térszégnek (Id. 10. 0.) a
nagysagh amely alatt a5 feliilet azM pontbdl lathaté (1.4 4bra). Tovabba

1 A térszog nagysaganak abszolut értéke egyanM pontban, mint kbzéppontban felvett egységnyi siigar
gombfeliileten a térszog altal a gombfellleten kixett rész (gdmbi sokszog) terlletével.
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1 rye N _ 1

Q =3 Q,,ah0lQ =[5 Ldop =h [ —5-dop. (1.99)
= A12|J rMP rMP A12ij rMP
Az (1.56)-hoz hasonloan a
O, [ﬂi(rp)=é (1.100)
Mve

egyenletet is egy tetéleges(x’, y'), az§ —hez rendelM; kezdbpontl koordinatarendszerben
z {f,(r.)OS I, () = c(X, y)R,} fiiggvényhaimazon oldom meg. Ebben a rendszerben

R,»=(X,y) a P pont helyzetvektora,r,, =/X2+y2+h> az MP szakasz hossza

(2. abra). Az 0O, 0,(r,)= egyenlet szintén egy kvazilinearis parcialis

PR
MP
differencialegyenlethez vezet, melynek altalanogoitasa:

rMP(d][X,j_l
fi(rp): m RMP' (IlOl)

| | flggveényref; értelmezett &, -ben (1.3. abra) és teljesiti a Gauss-Osztrograpszk

tétel feltételeit ebben a tartomanyban, igy:

-1 _ 1 _
Q, =h [f Bd=h | [M}R Cvdl hj(%}ew O, dl =

r
3y 3y plmp L MP ' MP

P
1 1 . I h.l
=hh - dl =| sign(h, )@rcta{—j - arctar{ ' ] : (1.102)
] II[(“‘]I | Rf\z/lp Rf\z/lp rMP ] |: hlj rMP hlj I

Felhasznalva, hogy

{arcta{r:_ﬂ ”: sigr(hy {arctarE‘r:i—‘H = sigrh, JAM A,

g

Izij
az (1.102)-ben szerefpl{arcta{hl—ﬂ tag azA;MiAj:1 elsjeles szoget jelenth; pozitiv ha
j Ilij
végighaladva aS mentén M-et balrél, negativ haM-et jobbrdl hagyjuk eldS mentén
0sszegezve ezeket a szogeket megkapjksadget, vagyis azt a szdget, mely aldlSazart

gorbe latszik am; pontbdl:
|2ij
I(i
ﬁ{arcta{hl—ﬂ =4 . (1.203)
j

i
by

A potencialra adott (1.91) Osszefliggéseket kiegiésiilk az Q; konstansokat tartalmazo
képlettel:

G 1(i) G n 1(i) G n 1(i)
u(m) po Zh Zc” = 50 Zl:hi(z;h”cu —hiQij: 50 Z;hi(Z(hijC” -hQ, )j.(|.1o4)
i=! j= i=

=1
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1.2.5 AC; ésQ; konstansok geometriai jelentése. Vektorinvariaréntiimezése

Holstein (2002a, 2002b) cikkekben a s#ebevezeti az un. vektorinvariansokat, melyeket a
Cj esQ; konstansok segitsegével a kovetheppen ertelmez:

b, =v,C; —n,Q; . (1.105)

]
Felhasznalva, hogyh, =v; [t,, haPOL;ésh =n, [, haPO§ felirhatd:
¢, =b; [, haPOL;.
HaP = A; , akkor:

c, =b, ;. (1.106)
Tehét a potencial alakja a bevezetett vektormepggis segitségével:
1(i)
U(M)= Gpo >n 1, Zbu By (107)

aholr, =r,,, egy tetsdlegesPS pont helyzetvektora.
Az 1.1.1 alfejezet 12. tétel 2. megjegyzése €d.88) és (1.99) dsszefliggések alapjan
Q, illetve Q; azon térszogeket jeldlik, amelyek alattlletve Aqy; fellletek lathatoak az

M pontbol. Ertelmezés szerint a térszég abszoligkértegyerd az M pontbol, mint
k6zéppontbdl felvett egységnyi sugari gombfellleteidrszog altal kimetszett gdmbfeliilet
rész (gébmbi poligon) teriletével (1.4. abra). Eggaéard goémb esetén a gombi poligon
terlilete megegyezik a gdmbi szdgfelesleggel (Begnsts Szemengyajev 1987), vagyis:

Q) =Ter(s” = AIAL.AV. AL AL = ﬁs, -2)m (1.108)
;| = Ter(a =MiAjAj+l)—a+,8+y—7T (1.109)

ahol Sj az MA oldalélhez tartozdViA;.1A;j €s MA;A;.1 oldallapok szogea az MMA; és

MMiAi+1 oldallapok szbge, mely egyénbh A;MiAj1 szdggel,f az MA.1 A €s MA;jAj+1
oldallapok szbgey pedig azMA;.1 Aj ésMA;A;+1 oldallapok szbge.

A tovabbiakban igazolom, hogy a®; konstans az (1.102) Osszefliggéssel megadott
alakjanak abszolut értéke azonos az (1.109) —begadwt gombi szdgfelesleggel. Tudjuk,

hogy a, 5,y (O, 77):
=AMA, = {arcta{‘é—‘ﬂ . (1.110)

Ilij
yzAjQR, ahol Q, R pontokat gy szerkesztjuk, hogyQ OMA,,, ARIM A,
(1.4. abra). igyA RO (M, A ;M) és ennek alapjaRQ [ MA,,,. Definicié alapjan a lapszog
a kozos elre méteges A;Q,RQUMA;,, egyenesek altal bezart, T8tnal kisebb szog.

r.olh ha y [ 2
Koénnyen igazolhato, hogtany" = |“:]P|‘|Pi , aholy” = {n}_/yh:://m ((2/727/73) '
] :
(Y] o8
arcta{ e "‘Jha y0(0,77/2)
- | (.111)
Iy N |
- arcta el ha yO(m/2,m)

|
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1.2.5 AC; ésQ; konstansok geometriai jelentése. Vektorinvariaréntiimezése

I.4. dbra. Az S poligon és az 4ltala a4 kézéppont(, egységnyi sugar gomildkimetszettS” gémbi poligon,
illetve azL; élhez tartozal,,; haromszoglap és az altala kimetsztm{ gombi haromszods; az MA; oldalhoz
tartozOMA;.1 A ésMA;A;., oldallapok szdge

Hasonlo azonossag érvény@sa is. Ezek alapjan és az (1.102) dsszefuggésasehalva
irhatjuk:

L2 2
‘Qij‘ = sign(h)l}kign(hj {amta{hl_j} - arctarE rMhFilhj ]L = arcta{‘l—JJ - arctar{ rl?‘r}] J lm =
arcta{l—zJ - arctar{l—lJ + arcta{ rMP‘h” ‘J - arctar{ rMP‘h” ‘J -mha [,>0l, <0
| | At i,

= arcta Lo —arcta e +arcta rMp‘hj‘ —arcta rMP‘h”‘ ha |,>0l1,>0 =
| hy| i, I,

arctal |—2 —arcta l_l +arcta rMP‘ ij‘ —arcta rMP‘ ij‘
| by I, i,

ha 1,<0l,<0
=ag+f+y-n. (1.112)
m2 hax>0
Az utolso egyeriiségnél felhasznaltam, hogyctanx + ar(:tan1 = / :
X |-7m2 hax<O0

Az (1.112) osszefugges megadjy, -nek integralassal kapott (1.102) kifejezésébemrbmsz

tangens tagoknak a geometriai értelmét.
A tovabbiakban Werner and Scheeres (1997) alapama és Q; geometriai

értelmezéséah kiindulva egy kompaktabb képletet adhatunk megkez a mennyiségekre.
Els6 1épésben egy sajatos esetben, harom vektor &tghatarozott lapszdgekre ismertetjik
Werner and Scheeres (1997) cikkben k6zolt 6sszéBigs annak levezetését:

Jeloljuk Arz, Az, Aoz —al rendre az; ésry, rq ésrg, r, ésrz vektorok szégets-vel a
(r1, r2) €s (2, rs3) lapok lapszogét. Meghatarozzuk @z és b vektorokat, azzal a
tulajdonsaggal, hogs benne van ar;ésr, vektorok altal meghatarozott sikbanld (rq, ry)
ésalry, illetveb O (rp, r3) ésb Or, (1.5 abra). Ennek alapjan & lapszog egyetilaza és
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1.2.5 AC; ésQ; konstansok geometriai jelentése. Vektorinvariaréntiimezése

b vektor szogével. Jelbljél,Fz,Fg,é,B rendre az 4, r, a, b vektorok egységvektorait. Mivel
S(0,m), igy sinS, >0.

a=(r,xr)xr, =r,(r, @,)-r,(r, @) =r,r2 —r,rr,cosA, =r,r2(f, —f, cosA,).
Hasonl6an:

b=r,x(ryxr,)=r,(r, &,)-r,(r, @) =ryr2 —r,rr, cosA, = r,r2(f, —f, cosA,,).
igy eljutunk a Werner and Scheeres (1997) éltaladeg 0sszefliggésekig:
cosS, = r,rars (F, —F, CosA, )(F5 —T,C0SA,;) _ COSA; —COSA,;COSA,, (113)

|a|| | ety = F, cosA, 2 (Fs — 7, cosAy,)? \/1—cos2 Ap1-cog Ay,
sins, =|f, [ﬁéxﬁl - o OF, xF,) , (1.114)
Ji-cos AlzN(l—cosz Prs)
ahol cosA,, = U, =r,[0f,, CosA,, = 2, =r, [f,, COSA, UL r, i, (1.115)
| 1” 2| | 2” 3 Irofr|
O.

A23 Jous A

AlZ 's

»Noo

. a
2 h rl

I.5. dbra. Azrq, r,, r3vektorok altal meghatarozdit térszégS, az ¢4, r») €s (», rs) vektorok altal
meghatarozott sikok lapszége, mely eg§erda ésb vektorok szogéveh, b az ¢4, ry) illetve (r,, r3) sikokban
fekvo, azr, vektorra mefleges vektorokn azr 4, r,, rzaltal kifeszitett sik normalvektorapedig ezen sik
pontjainak helyzetvektorait jeldli &2-ra vonatkozéan

lgazolhatd, hogy a harom vektor altal meghatéroniéderhez tartozé gémbharomszog
terllete, amely megegyezik a gdmbharomszoéghtzztarg@mbi szdgfelesleg értékével, a
kovetked alakban irhatdé (Werner and Scheeres 1997):

anS.I.+SZ+SS_7T: |Fl [quxf3)| - |rl [ﬂrZXr3)|

2 1+CosA, +COSA, +COSA, nr,ry+rr, W, +r,r [, +r,r, [,

Mivel 3+ ; S 77 U (O, ﬂ), atan2 0O(-m, 1) fliggvény segitségével egyértéiem

meghatarozhat6 ez a szdg, tehat:

! atan2y, x) a fortranban hasznalt matematikai fiiggvényx azi y komplex szamhoz tartozé argumentumnak
az arkusz tangens értékét jelenti radianban.

¢ signly)  ha x>0 0  ha x>0
Ha y#0, akkoratandy,x)={ L signly) ha x=0.Hay =0, akkortanZ0,x) = | értelmeties ha x=0,
(- ¢) Csign(y) ha x<0 /4 ha x<0

ahol ¢ 0[0, /2], tang =y/x.
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S, +S, +S, - m=2atandr, tr, xr,)|,r,r,r5 + 1,1, @y +1,r, 0, +r,r, [1,). (1.116)

Az ry, 1y, rzvektorok altal meghatarozall térszog kiszamithato, mint a vektorokhoz tartozo
gobmbharomszdg gémbi szogfeleslefeeldjele megegyezik amldl skalarszorzat éjelével,
ahol n az ry, ry, r3 altal kifeszitett sik normalvektora, pedig ezen sik pontjainak
helyzetvektorait jeldli azO -ra vonatkozéan (1.5. abra). Ha, r», r3 jobbsodrasu rendszert
alkotnak, akkoiO ésn a sik kiloénb6é& oldalan vannak, igy azn skalarszorzat pozitiv, ha,

r,, rs balsodrasu rendszert alkotnak, akkbésn a sik azonos oldalan vannak, igy rag
skalarszorzat negativ. Ennek alapjan si@ signg 1 [{r»xrz)). igy:

Q = 2atandr, lr, xr,),r,r,r, +rr, @, +r,r 0, +rr [@1,). (1.117)
Ha az (1.117) -be az, ro, r3 helyébe rendre §n;, r;; =a; —ry,, ry =a;,, —ry vektorokat

behelyettesitjik, akko*Qij -t kapjuk eredményul. Felhasznalva, hogy, (1, roj) egy
jobbsodrasu rendszer, felirhato:
Q" S—S|gn( )E‘slgn EI;Q,]‘—

= 25'9”( h; @taniﬁgn(hi ini(rlij XTIy X’|hi|r1ij P +|hi|r1ijr2ij +hrnirs +hry r1r2):

= Zsign(hij )mtanZ(hini(r1ij XTIy, ),|hi|rﬂj ry +|hjry Ty +hrgnir, +hry rlrz). (1.118)
Amint az ebbbiekben emlitettenty; pozitiv, ha végighaladva aS menténM-et balrdl,
negativ haM-et jobbrol kertljuk. Az (I1.118) alapjanQ; egyetlen arkusz tangens
szogfuggvennyel szamithatd hasonléan @z-re adott(l.72)-es keplethez, mig az (1.80)
képlet két illetve négy arkusz tangens fliggvényrsizsat igenyli.

Q, -t kiszamithatjuk az (1.99) képlet alapjan mint @z -k 0sszegét, igy legkevesebb

I(i) darab arkusz tangens fliggvény 6sszegekeént ikifatju
Az (1.108) alapjanQ; -t kiszamithatjuk azS; lapszogek segitségevel (1.4. abra). igy
felirdsahoz szintéK(i) darab arkusz tangens fliggvény sziikséges. Konvi@dpr esetén az
S, lapszégekre igaz, hog$, 0(0,77) 0i0Ln,0j 011(i). Az |Q,| szamitasat Werner and

Scheeres (1997) alapjan rekurziven is végezhegiik, programozas esetén egy ciklussal
oldhaté meg.
10} 1i)
Q=35 -(()-27=> (s - 7)+2m=x, +270(027),  (1.119)
j=1

j=1
k
ahol x, = z (S,j - ﬂ)D (- 277,0). % szdmitasara a kovetkerekurziv dsszefiiggés irhato fel:

=1
cosx, | _[cosx,; =sinx, co{S, - 7) k=11(). %, =0, (1.120)
sinx, | |sinx,_, cosx_, ||sin(S, -m)| ’ Y
ahol (1.113), (1.114) és (1.115) alapjén'
Coislk _ ”) - _ |k -1 |:ﬂ\|k+1 (flk |:ﬂ\|k+1)(f:|k -1 |:ﬂk)

\/1 |k—l |k \/1 |k |k+l

|r|k [ﬂrlk—erlk+l)| PEYAY

110, (1.121)
\/ |k -1 |k \/1 |k |k+1

sin(S, - 77) = -

=
I
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1.2.6 A poliéder tbmegvonzasi potencialjanak egyiseése a kozos élek figyelembe vételével

ahol r,, illetve r, -val jeldltem azi-dik lap k-dik cslcspontjanak akl szamitasi pontra

Lz oz . PO - il | A
vonatkozé iranyvektorat és annak egysegvekt{rﬁt:“—“”]. (1.120)-banr;, =1,
ik ~m

A A

Vi) = Fia

I(|§)Iepes utan megkapjuk@sx,; , sinx; ertékeket, melyekre az (1.119) alapjan érvényes a
cogQ | = cosx) és sinQ|=sinx, osszerggés.|Qi|-t meghatarozhatjuk az atan2
szogfuggvényt alkalmazva. Mivel atan2 fiiggvénykéta (1t M mig az|Q,| szég a (0, 2)
intervallumban van,|Qi| értéket a kovetkeéikeppen allithatjuk él a szamitottcosx ,

sinx,;) szogek segitségével:

| i|:{ atan:(cosx,(i) SinX, ) ha atanicosx| ,sinx )>O (1122)

ﬂ—atan:(cosxl()smx, ) ha atanicosx| ,sinx ) 0

Az (1.122)-ben az atan2 szogoglének vizsgalata elkerilligt ha attérink félszogre:

1-
tan(x,(y/2) = a0} 0(0,77). Ennek alapjan:

sinx,
Q,| = 2&tandL- COSX,(),Sin Xl(i))'

Q, elojelét aznll; skalarszorzat éjele adja meg, ahal; az S lap tetsdleges pontjanak

helyzetvektora azM szamitasi pontra vonatkozoan, mely6j@l flggetlen azr;
megvalasztasatol. Tehat:

Q, = 2sign(n @, ) GtandL - cosx, ), sinx, ) (1.123)

Q, meghatarozasahoz az arkusz tangens fliggvények asziifr2 darabra

csokkenthetjuk, ha a& konvex sokszoglapot felbontjukn-@) haromszdoglapra és ezekre
szamoljuk ki az (1.117) képlet alapjan Bkzszamitasi pontban az egyes haromszdglapokhoz
tartoz6 térszogeket. Osszegezve a2)(darab térszoget megkapjuk 8daphoz tartozdQ,

térszoget mintr{-2) darab arctangens fliggvény dsszegét (Wernetaheeres 1997):

1(i)-1
Q\iNS = ZZatanz{rl Equ X rk+l)’ MMMy T 00 Mg F 00 Dy + 0l |]k) - (1.124)

k=2

[.2.6 A poliéder tdmegvonzasi potencialjanak egysrésitése a kdzos élek figyelembe
vételével

Az (1.104) alapjan felirhato:
n 1(i) n
U(M):%Zhi[zhijcijJ_ Sy Zhi (hiQi):
G G
pozz 3, )v, 0y )C; - poz )n, F)Q, =

:%;(;(ﬂn mi)("ij [y )Cijj_ go ;(ri [, )(n; [;)Q; . (1.125)
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n n 1)
Ha a poliéder éleinek szania akkor 2E =) 'I(i) megegyezik & > =>'>" dsszegben
i=1 iz j=1 lap él
szerepb tagok szamaval. Minden él két laphoz tartozikoljeli, i" ezeknek a lapoknak
sorszamat és legygnj az i, i lapok k6z0s éelének a sorszama. Felvesszilkalzy+ kdzos

élhez rendel{n, Vi ,pij) és (niD’ViDjD’”iDj]) koordinata rendszereket, amplésny azS ésS-

lapok normalvektorai. A k6z0s €len fek® [J Lj = L+ pont esetémy; = ryy+ (1.6 abra). Ha
a két sokszoget pozitiv kdrbejarassal jarjuk végkkor azij ésij kozos élen kulonbde
irAnyban haladunk végig, igy

Iy e
+ +
Cél = Cij = l:m( Mvip l ]:I = _[In( Mvip l J} = _Cijjj' (|126)
foi i CERAT

Illj

I.6. &bra. A poliéderLj=Ly+ kdz0s éléhez tartoZ®, S- lapok és a hozzajuk tartoz(r’)i VVij s Rj ) és
(nij,vimjj,uimjm) koordinata rendszerek. A k6zos élhez hozzarelidelt, ks) vektorok jobbsodrasu lokalis
koordinata rendszert alkotnak. A vonalkazott #s3- lap meghosszabbitdsa

Minden él esetén vesszilk az élhez tartozé kétltapraeghatarozott az (1.126)-ban szeéepl
ket tagot:
U (M ) = Ggo zcij (rél [ﬁni oV —Ny oviﬂjﬂ)mm)_ Ggo ZQi (ri [ﬂni ° ni)lji )’ (1.127)
él lap

ahol- a diadikus szorzatot jeldliAz (1.127) egyeriiségnél felhasznaltam a diadikus szorzat
kovetked tulajdonsagat:

(c@)(be)=cHacb)t.
Jeldljuk
@y =Nievy —Nov,.€S@ =N, en, (1.128)
diadokat (diadikus szorzatok 0sszege), amelyektissaggvel (1.127) alapjan Werner and
Scheeres (1997) cikkben talalhatd dsszefliggéshazkju

U(M): Ggo Zlcél(rél L, mél)_%leiri (g (8, . (1.129)

faoh = laibj]iyj:fg’ ah0|a:(a1,a2,a3), b= (bl,bz,b3))
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1.2.7 A tbmegvonzasi potencial étendi derivaltjainak analitikus képletei

Az (1.129) dsszefliggésben a tagok sz&hm, aholE az élek szaman a lapok szama, mig az
(1.104)-ben a tagok szam&-£n.

¢ ertelmezéséd kovetkezik, hogy az szimmetrikus diad. A tovalidbian Werner and
Scheeres (1997) gondolatmenetét kbvetve, igazdijodry 2| szintén szimmetrikus diad.
Jeldlje a az n; és nx normalvektorok szogét. Azr szog értékét azx :arcco{ninim)
Osszefliggésh szamithatjuk. Ad;; = Li» kdz0s élhez tartoz§ ésS- lapok lapszoget - a.
Rendeljuk a kozos élhez ag,(j«, key) lokalis koordinata rendszert, ahigla poliéder belseje
felée mutat és af és S- lapokkal azonos, (- a)/2 szdget zar bekg az L él iranyaval
megegyed, tetsdleges iranyitasu vektor, tehid = W vagyke = i . A ja-t Ugy valasztjuk,
hogy (e je Ke) jobbsodrasa rendszer legyen. dzn;-, vj, Vis+ vektorok és ag, diad alakja
ebben a rendszerben

n, = codr-a/2)i, +sin(m-a/2)j, = -coda/2)i, +sin(a/2)j,, (1.130)
n, = codrr+a/2)i, +sin(r+a/2)j, = -coda/2)i, —sin(a/2)j,. (1.131)
v = cod37m/2 - a/2)i, +sin(37/2 - a/2)j, = -sin(a/2)i, —coda/2)j,, (1.132)
Voo =cod3m/2+a/2)i, +sin3m/2+a/2)j, =sin(a/2)i, - coda/2)j, (1.133)
@y =0 ovy —ngove=sinaliyeiy)=sina(jyejy)=sinaliyoiy —jqeia)- (1.134)

Mivel i, ol —jg 0]y SzZimmetrikus diad, iggis szimmetrikus diad barmely koordinata
rendszerben.

[.2.7 A tdbmegvonzasi potencial etsendii derivaltjainak analitikus képletei

A bevezetett, Q;, Cj, Q; skalar édj vektormennyisegeknek abban van jefegge, hogy

a tdbmegvonzasi potencidlt és a potenciab éds masodrerid derivaltjait felirhatjuk ezen
mennyiségek linearis kombinaciéjaval.

A potencidél elérendi derivaltjaira vonatkoz6 képletet abbdl kiindulvezethetjik le,
hogy a potencialt megad¢ térfogatintegralra alkalmi a gradiens operatort:

DrMU (M ) = GpODrM IidQP = G,OOJ.D,M idQP = _GpOJ.Drp idQP =-Gp, J-idcp =
a e 0 M 0 M da e
n 1 n 1 n (i)
= —GpOZJ'—nidaP =-Gp, >N, J'r—dap =-Gp, Y N, D¢ (1.135)
=1 j=1

i=1 g 'MP =1 g 'mP

A térfogatintegralrél a fellleti integralra valo téxesnél felhasznaltam a
Gauss-Osztrogradszkij tétel 3. kovetkezményét. /7)Y Osszefiiggés alapjan azéetndi
derivéaltak alakja a bevezetett skalarmennyiségggvényeben:

n 1(i) n 1(i) n 1(i)
0, U (M)= _Gpozni Zcij = _Gpozni [Z h Cy - hiQij = _Gpozni (Z(hj C; —hQ; )J .(1.136)
=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Az elsrendi derivaltak alakja a bevezetett vektormennyiségeltségével (Holstein 2002b,
2. 0sszefliggés):

n 1(i)

0, UM)=-Gp,> n;> b, . (1.137)
i=1  j=1
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Ha a potencial etsendi derivaltjainak komponenseitUy-val jeldljuk, vagyis

O.uU-= (a—ua—ua—uj =(U,,U,,U,), akkor a komponensek alakja skalarmennyiségekkel:
y

fu ox oy 0z
no10) n 1) n 1)
U (M) = _Gpoznikzcij = —GpOZnik [Z h; Gy — hiQij = —GpOZnik(z (hij Cj —hQ; )j
R i U= i =
(1.138)

Urkomponensek alakjalg vektormennyiségek segitségével:

no10) n 1) _
Uk(M):_GpOZnikzbij L :_Gpozni Ekzbij i k=13, (1.139)
ERE i=1 I

ahol n*-val az n; vektor k -dik komponensét jelolteme, .k =13 a koordinatarendszer

tengelyeinek egységvektorai.

Az (1.136) -ban a tagok szan@&+n, aholE-vel jeloltem az élek szamat-el a lapok szamét.
Az (1.128) alapjan bevezetett diddok segitségévebtencial derivaltjainak kifejezésében
E+n —re csokkenthéta tagok szama:

n 10} n (16)
DrMU(M):_Gpozni(zvij E1ijCij -n miQij:_GpOZ(zCijni(vij [ )j"'

i=1 j=1 i=1 \_j=1

+G,00_Z;:Qini (n, )= _GpOZICij (ni ("ij mél)_niJ(viJjU Eél))-l-Gponini (n )=

lap

= _Gpozcé|§”élré| +GpoZQi¢.ri : (1.140)
o

lap

Az utolsé 0Osszefliggés azonos Werner and ScheeB®7)(Xkikk 15. egyenletével. Az
(1.140)-ben felhasznéltam a diadikus szorzat kézétkulajdonsagat:

a(b &) = (a-b)c, (1.141)
mely alapjan:
ni("ij i )_niﬂ("iﬂjﬂ Euﬂjﬂ): n; (vij Eé|)_ni1("iﬂjﬂ mé|): (ni °Vy N oviij}él =l
ni(ni mi): (ni oni)ri =qr;.
A tovabbiakban a derivaltakra megadunk az (1.13@tve az (1.137)4l elté
analitikus képlet. Az dsszefliggés azonos a Hols{2d02b) cikk 16-0s egyenletével, az

egyenlet levezetését, amely eltér az emlitett @kkialalhaté levezetést az alabbiakban
ismertetem. A kovetkézosszefliiggésth indulok ki:

0 (1 0 (1
O — — Ir | =—| — |, 1.142
(axk(rw,j MP] axk(rMP] (1142)
aholx; =X, % =y, =2

Ennek az igazolaséra felhasznéltam aperator (1.57)-es tulajdonsagat. Igazolom azg)1
0sszefliggést; = x-re:

Gl H) 35l G-
:32(1j+(-f2+fgx—f)2’S(X—E)(y—n) 3(x—f)(z—Z)J 9 (1)

ax\ r rs ' ro
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melyhez figyelembe vettem &l[r =3 azonossagot. A jeldlések egydmdtése érdekében
k = 1-re végeztem a levezetést. Felhasznalva az2jl.ddszefliggést, a potencidkzerinti
derivaltjara felirhat6:

9 1 o 1 (1
U,(M)=Gp, 2 [-2dQ, =Gp, [-L 1da, =-Gp, [-Z | |ia, = 1143
(M) pOaxljr » =GPy [ p°£6<i(rwj p (1.143)

o 'mp oY% v
0 1 1 &- x
=_GpoIDrp EEE( j MdeGP: G:OOZJ‘aE [ j wp N;dop = GpOZhI Op *
0Q 1 i=l g 1 izl g |V|p

Hasonléan a potencial (1.54) 06sszefliggésénél, aalvaegralra valé attéréshez egy
differencialegyenletet oldok meg. Az (1.143) esetélahhoz, hogy attérjek fellleti integralrol
vonalintegrélra, az

DrP |:ﬁi (rP) =

(1.144)

3
rMP

egyenletet kell megoldani. A differencialegyenletgy olyan X, y', Z) rendszerben oldottam

€ Xn .,
—1 ' Az U, Us; derivaltak
sin(n,,e,)

szamitasanak;, helyére rendree, illetve e; kertl. €,-t Ugy hataroztam meg, hogy az
(¢/,€,,€,) ortonormalt rendszer jobbsodrasu legyen, vagyis €, x€,. Az (e,,e,,e,) és
(e,€,,€,) rendszerek kozétti transzformacios matrix alakja:

[ .2 2
ERVALPIRALE

— 2 2 2 2
A= NN/ A M N =N/ N + NG

meg, amelynek egységvektorad =e, €, =n,, €, =

2 2 2 2
ni1ni3 r]i2 + ni3 ni2 ni2 + ni3
ahol nj, j =13 az n; vektor koordinatdi az e(, &, €3 rendszerben, vagyis
n, =n,e +n,e,+n,e,. Ennek alapjan n; kovetked alakban is felirhato:
n, =n; [& =cosf;,e,). Akét koordinata rendszer kozotti transzformaeggenlet alakja:

(xy.2)" = AlX,y,Z)", (1.145)

ahol a vektorok transzponaltjat jeloli. /i%x fuggveény alakja aie’l, e’z,e’a) rendszerben:
Mvp

= S en, S0 = msinln, e) € S X woodn &)1 (1140
MP

MP MP MP

=

Az ryp alakja a két rendszerben:

e =W(E= 0+ =y (=2 =€ =)+ =y + (@ 2F =€ -+ y Ve

Igazolom, hogyt] [ﬁi ,O] = < ;X .
Mvip M'vip
. h .
Felhasznalva a 1.2.4 alfejezetberilad, (r,,) =—— egyenletre adott (1.101) megoldast és az
Mve

(1.146) oOsszefuggéest, az (1.143)-ban attérek falulentegralrol vonalintegralokra
Gauss-Osztrogradszkij képlete segitségével:
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Iafl( j jg—d =-sin(n,,e, j—daP +codn, e, )j%dap =

S '\ip M s 'MP
= —sin(n, (i jBrdHcos(nl,el [f(r,) 3l =
.) |(.) [
=-sin(n, ,e (— Oj &), 1- v,] & ) )dl +coqn, ,e,) J' Rye B dl =
J =1L RMP MP
= sin(n e)z'):cos(v” )j dI+cos(n e) ghj 1L 1 (1.147)
~onie R |

2
=1 SIh(I’]I ,el) =L Re M

ij

v adS vonal normalvektorat jeloli. Av; [& skalar szorzat szamitasanal az (1.145) egyenlet
alapjan felirtame, vektor alakjat az(e,,e,,e,) rendszerben. Felhasznaltam, hogy, =0,
mivel v; On;.

nn nn,
;o _ 2 2 1''2 —
Vi @1“’{ Vyhy +ne + 3}‘

2
JnZ+n \/n +n;
2
nn _ vy nv +nn,V, +nny
— 2 2 ) 2jj 3j _
=y 2y e -
n; +n, n; +n? n; +n’
2 2
—NgVy; —NyVy +n1n2V2ij _n1V —NVy _ Vi _ _Cos(vij ’el)

\JnZ+n2 ) NG +n’  sin(n,e)

Tovabba felhasznélva az (1.98) és (1.102) Osszefsigket, az (1.147) a kovetkd@ppen
irhato fel a bevezetett konstansok segitségével:

j g ( 1 jdaP J'%dap :g(cos(vij,el)cij —cos(ni,el)Qij).(I.148)
5 'mp

Gfl j=1

Az (1.148) alapjan felirhaté az élendi derivaltaknak egy masik, az (1.137) és (1.138)
Osszefliggésedt eltérs alakja:

n _ n (i) n (i)
Ul(M ) = _GpOZhi I%dgp = —G,OO(Zhi Zcos(vij ’el)Cij _Cos(ni ’e1)z h > Q; ] =
R =

MP =1 j=1
n 10) n 1(i)
:_Gpozhi Z(Coivij’el)cij _Coini’el)Qij) :_Gpozhi 2( ij IJ Eal Q n (e )
i=1 =1 i=1 j=1
Hasonl6 6sszefliggések érvényesek a potepéisit szerinti derivaltjaira is. Altalanosan:

uk(M):—Gpoihi(f(cuv” @, -Q,n, @ )j,k:],_S (1.149)

i=1 j=1

D,MU(M):—GpOiZ:‘hi(g( Q”nl)j (1.150)

j=1
Az (1.150) azonossagot atirva a bevezetett vektonyiségek segitségeével:

DrMU(M)=—GpOZ n. 0, ﬁb“ ——Gpoz n. mi)g(c“v“ -Q,n,) (1.151)

j= i=1 =1
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Guptasarma and Singh (1999) és Singh and Guptaga004d) altal alkalmazot®;,
Qi, Rj, lj konstansok segitségével a potenciabrelsdi derivaltjai a kovetkez modon
irhatok fel:

vy = by <0, ) Idlxn
L M'vp L Mvp
_| e (97 _ o dg 1 d¢ g dd I/ .
(Ot o [ e [ o
=(ni3Qij _nizRii)e (n Ru _nl IJ)e (| IJ _nQu)e _lll('J an) (1.152)

ahol di =(d¢,dn,d?), ry, =(xv.2), ro=(En¢),  n =(ntn?nd), =[],

Ly =1y — Ty _( Xai ™ %aip Yaij ~ Y » Za _Zlij)' Pi, Qi Ry, lj az (1.93) -(1.95) képletekkel
adottak.
A potencial derivaltjait a kovetkéxéplet irja le:

0, U(M)= Gp{Zn(ﬁ 14, xni)—QiniB. (1.153)
Komponensenkeénti, pl. azszerinti derivalt alakja:
Ul(M ) = _Gpo{i h (ﬁ (nisQij - ni2 Rj )_ Qinilj] . (|-154)

A potencial elérendi derivaltjainak az (1.137) és az (1.151) - két kidoz modon valo -
felirdsabol adddik, hogy a bevezetett vektormermgk kozott a kovetkézegyenbség
irhaté fel:

n 1(i) n 1(i)
>on, [EZbij mﬂjj:z“(ni [®,) D> b, (1.155)
i=1 j=1 i=1 =1
Ez az Osszefliggés megegyezik a Holstein (2002k) ilosszefliggésével. A tovabbiakban
az (1.155) azonossagot direkt uton igazolom. Minéekét sikhoz tartozik, igy a poliéder

éleinekE szama teljesiti a2E =ZI (i) osszefiiggést. Megvizsgalom ebben a két sikban a
i=1

kozos élhez tartoz6, az (1.155) 6sszegben szemphnyiségeket. Jeldljej ési’, j a két

sikban a sik és élek indexeit. Legyerfek v, ;) és (nim,vimjm,uimjj) azij ési’j kozos élhez

rendelt koordinata rendszerek (1.7. 4bra). Az 8)l@sszefliggés alapjan:

n, b, Ty )=n,(C,h -Q,h)=C,hn, -Q,hn, (1.156)

i it
(n, @y ), =hC,v, —hQ;n,. (1.157)

Ugyanezek az osszefiiggések érvényesekjaglre is. A két poligon pozitiv korbejarasa
esetén ay ési j kdzos éleket kulonbdzranyban jarjuk végig.
Igazolni fogom, hogy:

zn:ni C..hijzzn:hi Cv, . (1.158)
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1.7. &bra. Az nj, vy, vj ésni, Vi, Vi @z, illetve Sy, a poliéder két lapjahoz és a szamitgionthoz
hozzarendelt vektorol§;, S« a k6z6d; = Ly €lhez tartozo, rendre &-re ésS. sikokra metfleges sikok. A
vonalkazott részek &, illetve S+ lap meghosszabbitasai

Ehhez megvizsgaltam a kdvetkezgyenbséget:
nCyhy +n.Coohoo =hCyvy +h.Coovio. (1.159)

i~ Y

Figyelembe veve, hogyC; = —Ci]jm (1.126 egyenlet), az (1.159) egyéséget a
kovetkedképpen igazolom (1.7. abra):
nh —n:he.-v.h+v.h.=(nh -v,h)-(nhe-v.h)=v, -v..=0
1 i i [/ i i 1] i) 1 7]

i ijl ij
Az S, S« sokszoOglapok négy térrészre osztjak a térety eldjele valtozik attdl figgen,
melyik térrészben van agl szamitasi pont. Hasonléan a kdzos élen &ntgnre illetve
S+- ra meblegesS; €sS+- sikok a teret szintén negy részre osztigkhi« eldjele valtozik
attol fugdhen, melyik térrészben van & szamitasi pont. Az 1.7. 4bran & pont helyzete
alapjanh; < 0, h > 0, hjj > 0, hy« > 0 egyenbtlenségek érvenyesek. Kénnyen igazolhato,

hogy v; =n;h; -v;h es Vigo = nijhijjm—vijjjhiu vektorok hossza egyenl irdnyuk

megegye2|k, mindkeitmeileges aaMP egyenesre, igy az (1.159) egyé&seg igaz aM pont
ezen konkrét helyzetére, melyet az 1.7 abra is Etteh Hasonlé megfontolasok alapjan
(1.159) azM barmely helyzetére igaz. Mivelés| szerinti 6sszegzésben minden él kétszer
szerepel az (1.159) egyéskg alapjan nyilvanvalo az (1.158) egyi@ig és ennek alapjan
pedig az (1.155) egyedség.

A potencial (1.107) képletére alkalmazva [@ operatort és felhasznalva az (I.155)
egyenbséget, a kovetkézegyenletet kapom:

0,000)= 200, (S0 )5, nj

2
Ggo (in.fbu ﬂ.,j Z;:(ni mi)ﬁ(mwbij | _bijj:

! J

20 (in.fb” g, +>0 Dﬂi)ibijj+%(i(m 5,)3 (0., D, )rmj:

i=1 j i=1 i=1 j=1
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1(0)

—Gpo(zn:n %bu mmj 50 (i(ni 3,)> (0, , )rlijj (1.160)

i=1 j=1

Az (1.159) és az (1.160) alapjanbg vektor derivaltjara a kovetkézisszefuggés irhato fel

(Holstein 2002b, (10)-es 6sszefliggés):
1(i)

>, @)Y (@, b, ), =0 (1.161)
i=1 j=1
A tovabbiakban az (1.155) és az (1.158) OsszefUejgts igazolom egyszidob
szamitdssal, felhaszndlva a bevezetett diddok seir@am tulajdonsagait. Barmelyp
szimmetrikus diad esetén teljesdl:
a' p= pa, (1.162)
ahola tetsdleges vektor. Felhasznalva az (1.162) tulajdonsdgbthato:

n 1(i)
DrMU(M):_GpozniriZ(Cuvu Qljnl)

=1 =1

- —GpoZC.,( nra)vy = (0o Vi )+ Goo Y Q (), =

lap

=-GpoZCe.(el%)+GpoZQ( @)= -GpoZCe| Al +GpoZQ ar,).(1.163)

lap lap
igy az (1.140) osszeghez jutok, mely alapjan tetza¢|.137) és az (1.151) potencial @Bsndi
derivaltjaira megadott két képlet azonos.
Az (1.155) alakja diadok segitségévek:

lecél (r;%)"'ZQi (riT(q)= Zlcél((oélrél)-'-lei((alri)’

amely az (1.162) tulajdonsag alapjan evidens.
[.2.8 A tbmegvonzasi potencial masodreniderivaltjainak analitikus képletei

A potencial masodrertid derivaltjai a [, U gradiens vektor derivaltjai, vagyis a
derivalttenzor, amit E6tvos tenzornak is nevezidnBerivalttenzor:

02U oW 9% |
ox* 0xdy 0xoz
2 2 2 o
£=| oY alﬁ oy =[u,]. k.1 =13, (1.164)
oyox ody° 0yoz
0°U 0U oW
0z0x 020y 0z° |

2 2
a—lﬁ,ulz A és hasonl6an a tobbi indexek esetén.
ox axay

Hasznalva az; = X, % =Yy, % =2, & =& & =1, &= jelolést, az (1.135) egyefdég
alapjan a derivalttenzor elemei a kovetkéaleti integrallal szamolhatok ki:

Uk,(M):aiXI(%(U(M)J ~Goog - [Zn @& j—dapj Gpozn @ (Iaif,[ 1 jdap]

i=1 Mvip

aholU,, =

A kapott fellleti integralra az (I.148) képlet gkap a derivélttenzor elemei felirhatok a
bevezetetCj €sQ; konstansok segitsegével:

43



1.2.8 A tbmegvonzasi potencial masodrénigrivaltjainak analitikus képletei

1(i)

U,(M) G,OOZI’I @k (Coiv”,el)c Cos(ni’el)Qij):

i=1 j=1
n 1(i) n 10)
=Gpo )., @k (vy BC, -n, [2.0,)=Gp, X N Y[ C, -nlQ, )=
i=1 =1 =L j=1
1)

n (i) n
:G,oOZni"Zbi'j =Gp,y.n;° Y by, (1.165)
i=1 j=1 i=1 =1
ahol- diadikus szorzat értelmezését a dolgozat 35. atdalalhatd labjegyzetben adtam meg.
A Py, Qj, Rj, Ij konstansok segitségével felirtam a potencial nrésdil derivaltjait:
n 10 n 10)
Uu(M)= Gpozni @kZ(vij [&C; -n [&Q ) = Gpoznik(Z(nngij - niZRj )_ nQ, j (1.166)
i=1 j=1 i=1

=1

[ —

A derivalttenzor elemei diadok segitségével kifege@Nerner and Scheeres 1997, 16-0s
0sszefliggés):

U, (M) GpOZCelequele, G,oOZQ e qe, . (1.167)
Matrix alakban pedig: N
VM), 5= Goy Y Cate —Gpoiﬂim : (1.168)
Fontos mennyiség a mésodrér‘rtbmogéeln derivaltak f;;szegU(M):
AU(M)=0(OWU((m )))=U11(M)+U22(M)+U33(M)=Gpogii;nik lj(ilbijk =
= Gpozn: 3 Zg“nikbljk = G,oozn“%nibij = Gpozn:nigbij , (1.169)
i=1 j=1k=1 i=1 j=1 ERNE

mely azonos Werner and Scheeres (1997), (17)-esfoggésével.
Alkalmazva a ketisréteg potencialjara vonatkozo 12 tétel 2. és gjjeggzésekben szerépl
(1.40) és (1.41) azonosségokat, a Laplace egyestgtitok:

n nI(i)
AU(M)=Gp,3 30 b, =Go,3 30, GpoZQ =Gp,Y. j%ap_
P

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 g M
B 0 haMOEXQ
-47Gp, ha M OIntQ

Ennek az egyenletnek az alapjan eldothebgy egyM pont a hatoQ@ tartomany) kil
vagy bel$ tartomanyaban fekszik.
Alkalmazva a1 operatort az (1.151) egyenletre, a kbvetkegyenlethez jutok:

0, ([0, uMm))=au(Mm)=

(1.170)

n 1(0) n L(0)

= —Gp,0, znﬁr J G,oo[Zn DZb,J—Zn,DZ( )J (1.171)

i=! j=1

Az (1.171) és (1.169) egyenleteket osszevetve,udapj
n 1(i)

>n D> (O, by, =0. (1.172)
i=1 =1

Az (1.172) es (1.161) egyenletek @ vektoroknak al]l operatorra vonatkozé tulajdonsagat
jellemzik, melyek alapjan igazolni lehet Holste®002b) kdvetked allitasat:
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1(i)
> [0,k =0, (1.173)
j=1
1(i) J 1(i) 1(i) 1(i)
Ennek alapjan pedig, > (b, mﬂj)=z(mw b, )ry, +> (O, @y )b, =db, . (1.174)
=1 =1 =1 =1

Lathato, hogy &j vektormennyiségekre a derivalas nincs hatassal,visglkednek mint az
egyvaltozos fuggveények esetén a konstansok a dEsitekintetében. Ezen tulajdonsaguk miatt
Holstein (2002a, 2002b) ezeket a vektorokat invesa&nak nevezi.

[.2.9 A képletek dsszefoglalasa

Az alabbiakban felsorolom a potencialra és annaiv@égaira adott képleteket.
A potencial és derivaltjainak képletei a bevezdtetistansokkal

u(M) GpOZh g‘,c“ -G"‘)Zh[fh.,cu ‘th G?Zh[f(hucu ~he, )J (1175)

E =g =t = \=
0= 50345, -, R o, - eR, -10e ) s - R i)
_%ﬁhﬁgi . (1.176)
DrMU(M)=—GpOZn:hi "(i)(cijvij Q, ,)J Gpoin[f(” . -hQ, )j——G,oOZn:n %c“ (1.177)
==t =
U,(M)= Gp( h [:(Z:(nfq, -n’R )—Q.nfD
uz(M)=—Gp{2hi[2(n3Rj —n?P.J)—Q.nfD,
US(M)=—Gp{gh{'_i(nf% —n&Qu)—Qin?D- (1.178)
U,(M)= G,ooil:nik I__il (ic, -nq,)= Gpognikﬁb,; . (1.179)
Uu(M)= szn[“ (n"Q, -n’R)-n'e j
)= o Snt{ SR, ~rim)-nia
'\ =
U (M) = G,ooil: nik(l__i)l (n?R, -n'Q, )- anij . (1.180)
A potencial és <_1Ierivéjl_tjainak képletei a bevezetektorinvariansokkal
uM)= Gé’o Z;:(ni mi)fbu By (1.181)
M)=G§°(2 ,il,rm i xn) 3 j (1.182)
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n 1(i) n 1(i)
0, UM)=-Gp,> (n, @y, D b, ==Gp,>'n, D b, [y, (1.183)
i=1 j=1 i=1 j=1
n (i)
D,Mu(M):—Gp{Zh{ 1,0, xni)—QiniD, (1.184)
i=1 j=1
n 1(i)
U, (M)=6Gp, Y0, @, (v, ®C, -n Q). (1.185)

A potencial és derivaltjainak képletei diadok seggevel

uMm)=

G G
gozcél(rél%lrél)_%zgiriwri , (1.186)
a

lap

DrMU(M):_GpozCél%ra +Gpy ) Qs (1.187)
el

lap
U,(M)=Gp,> C.eime —Gp, > Qerge , [Uy (M), 5 =Gp, Y Cutt —Gp, > Q0 . (1.188)
él i=1 él i=1

A konstansok és vektorinvariansok kozotti 6sszeéfeky
h, =v, t;, ¢, =b; iy, h =n, I, haPOS, ¢, =h,C, -hQ,,

by =v;Cy = Qy, li=raij —ruj = (2ij— Xaijs Y2ii— Yaij» Z2ij— Zij) (1.189)

Az egyes szefik altal megadotC; esQ; konstansok alakjait az 1.4. tablazatban (64 — 5. o
foglaltam 6ssze.

1.2.10. Az analitikus képletek értelmezési tartomayai, numerikus tulajdonsagainak
vizsgélata

A potencialemélet 10. tétele, illetve a (1.46).54) alapjan tudjuk, hogy a homogén poliéder
U tbmegvonzasi potenciadlia és a potencial magasatbralerivaltjai a kovetkex
tulajdonsagokkal rendelkeznek:
1. U és elérendi differencidlhdnyadosai folytonos fliggvények azsegérben:
uoc'(rR®).
2. U faggvény végtelen sokszor differencialhat@atartomanyon kivl:
uoc-(rR\Q).

3. Konstansigriiség esetén teljesiil@al C(Q) n C*(Int(Q)), amely elégséges feltétele annak,
hogyU masodrendl differencialnanyadosai l1étezzenek a poliéderlIhtielss tartomanyaban
ésV OC?(Int(Q)).
4. Egy poliéder ki tartomanydban a Laplace, helmartomanydban a Poisson egyenlet
érvényes:
0 haMOInt(Q)
AU(M)={ 4mp,G haM OExt(Q).
nemlétezikha M [00Q
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Az egyltthatok és vektormennyiségek definicioprinsizértelmezési tartomanyai

A potencial és annak derivaltjaira megadott (1.17§).188) analitikus képletek értelmezési

tartomanyait a bevezetett konstansok értelmezgésmanyai alapjan hataroztam meg.
1) 1

A c;j konstansokra az (1.91) alapjan felirhaﬁ:c‘j = I—dap . Ennek alapjan levezetléea
= r
j=1 S 'MP

kovetke® Osszefuggesc; = I idovF,. Mindkét integral a potencialelmélet 8. tételep@a

A MP
(i)
letezik azM pont barmilyen helyzetére, vagyiscaeés Zc,j ertelmezettek az egész térben,
j=1

10) . e
R>-on. D(cij )=R® és D(Z o j = R%, aholD-vel az értelmezési tartomanyt jeloltem.
=1

A konstansok és vektormennyiségek kozotti (189) zéfsggeseket hasznalva és a
1(i) I (i) (i)
Z Zb”rm alapjan allithatom, hogygb”rhJ értelmezett aR>-on.
j=1 j=1 =1
Az (1.175) és (1.177) alapjat/(M) és O, U(M) értelmezési tartomanya azonos a

1(i)
Zcij konstans mennyiség értelmezési tartomanyaval. Hizemomaz (1.181) és (1.183) alapjan
j=1

1)
U(M) és DrMU(M) értelmezési tartomanya azonosZabij ry vektormennyiség értelmezesi

j=1
tartomanyaval. Igy a potencial, illetve a potencérendi derivaltjainak értelmezési
tartomanya az egész tér, vagi®s Nyilvan ugyanerre a kovetkeztetésre jutok a ®felt
alkalmazva, mely alapjdn a homogén poliéder és elérendi differencialhanyadosai
folytonos fliggvények az egész térben:

uDocY(r?).

A bevezetett skalarmennyiségek kozott ca=hC, -hQ, Osszeflggés alapjag; es
1(i)
ZC értelmezési tartomanya &;Cj és hQ; konstans kombinaciok értelmezési

tartoményainak metszete.

Az (1.185) alapjan lathato, hogy a potencidl masodi derivéltjainak értelmezési
tartomanya egybeesilkC; és Q; konstansok kozods értelmezési tartomanyaval, illedve
b, =v;C; —n,Q; vektormennyiség ertelmezési tartomanyaval.

A kovetkedkben megvizsgaltam &, Q; és ah;Cj, hiQ; konstansok definicijuk
szerinti értelmezési tartomanyait, @éet megado analitikus képletek értelmezési tartomién
eés szamitastechnikai szempontbdl ezen analitikysletek numerikus instabilitasanak
hatarait. ACjj, Qjj, Qi konstansok definicidinak az (1.98) és (1.99) 6&sggéseket tekintettem:

C, = jidl, (1.190)
L r.MP
= [ N o, = [ - Tuel g, jwdap, (1.191)
Alz” MP I e e Biag Mvp
Q j h do, = [ Dl g, jmdap. (1.192)
MP s'mwp Twp S rMP
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A konstansok értelmezési tartomanyai megegyeznddorstansok definicidiban szerépl
integralok értelmezési tartomanyaival.

A potencialelmélet 8. tételéhez kapcsolodo megjésggk 2. és 4. pontjat felhasznalva,
Cjj az L szakaszon kivil értelmezett és vegtelen sokssz:m«eihciéllhaté,D(Cij ): R\ L,
(1.2. tAblazat, 53. 0.).

A kettés réteg potencialjanak tulajdonsagaira vonatkozo té®l alapjanQ;, Q
értelmezett, veégtelen sokszor differencialhaté @snlonikus az egész térben kivévé g,
illetve S hatérfelileteket,D(Q, )= R*\A,, , D(Q,)=R*\S. A hatarfeliiletekerQ; és

Q; —nek szakadéasa van, vagyis a hatarfellilet porgjbaeledve a hatarérték valtozik attol
fuggéen, hogy milyen irAnybdl kozeledink (1.3. tablazéy.o.). A 12. tétel alapjan
Q; ()=0, Q(~)=0.

Az egyitthatOkat és vektormennyiségeket megadililueaképletek értelmezési tartomanyai,
a képletek instabilitdsanak hatérai szamitastechirskempontbdl

A Cj, Qj, Qi konstansoknak az @6 fejezetekben levezetett analitikus képleteit és
azok értelmezési tartomanyait az 1.4. tablazatbograftam 6ssze. Lathato, hogy az analitikus
értelmezési tartoményok A4ltaldban eltérnek az elnddefiniciéjuk alapjan felirhatd)

értelmezési tartomanytoC; elméleti értelmezési tartomanya G***" és C/"*analitikus

képletek értelmezési tartomanyaival egyezik megiolebi analitikus képlet értelmezési
tartomanya részhalmaza az elméleti értelmezésonamynak. Az ditér szamitasahoz
szuksége<Li, Q;, Qi konstansok programozasanal csak az alkalmazotitileus keplet
értelmezési tartomanyaban lehet szamitasokat veégeznfigyelnink kell a program soran.
Ezt a vizsgalatot elkertlhetjik egy Uakis mennyiség bevezetésével, melyet a nullaval val
osztas elkeriulésére vezetiink be Pohanka (1988}ldRsebben erre az analitikus képletek
programozéasarél szolo 1.2.11. alfejezetben térekidgy minden konstans szamithaté az
elméleti értelmezési tartomanyon, a szamitasi pehtzetére vonatkoz6 vizsgalat nélkl.
bevezetesével tulajdonképpen @@gv), Ux(M), Uy(M) mennyiségeknek egy kozelitéset, az
UM, &), UM, &), Uu(M, & mennyiségeket szamoljuk. Ennek a kdzelitésnekaadszintén
az 1.2.11-ben kerll elemzésre.

Fontos tudni a konstansok analitikus képleteinekrszeil viselkedését numerikus
szempontbdl, vagyis meg kell hataroznunk azt anadihyt, amelyen a képletek stabilak.
Stabilitas alatt azt értem, hogy a szamitott ékibka nem a numerikus hiba dominal Gy,

Qj, Qi konstansok analitikus képleteinek programozasamaértelmezési tartomanyban is
adodhatnak szamitasi problémak. A gépi szamabszwéarai korlatozzak az egymastol
nagysagrendben eltérmennyiségekkel végzett iveletek eredményeinek pontossagat.
llyenkor az eredményekben a hiba dominal vagy anabéazolas hibaja miatt a programban
szerepd fuggvények értelmezési tartomanyan kivil esik gs értelmetlen kiirdst kapunk
eredmeénynekCj, Qj, Qi konstansok analitikus keépleteinek stabilitas vaatht konkrét
szamitasok alapjan végeztem.

1. G; konstans analitikus képleteinek elemzése

H. Holstein és B. Ketteridge (1996) jelolését kireetr -val a hato linearis dimenzigjat (pl.
annak a gdmbnek az atrifr, melybe a hat6 belefoglalhat@;val a hato és szamitasi pont

. . . L. . a -
tavolsagat jeldltem. E két mennyiség aranyaval kugzzg dimenziénélkili mennyiség a

hatdé méretét viszonyitja a szamitasi pontnak atdlatétt tavolsagahoz.
A Cj konstansra elvégzett numerikus vizsgalat sora@; aertekét egy szakaszra
szamoltam ki, igyr azL;; szakasz hosszad,a szamitasi pontnak a szakasztol vett tavolsagat
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jeldli. A Cj konstans értéke dz szakasz és a szamitasi pont relativ helydefiggg. Ezalatt
azt ertem, hogy ha dz; szakasz hosszat és blzpont helyzetét ugy valtoztatjuk, hogy
értéke nem valtozik, akkor a két helyzetre szan@jt értékek megegyeznek. igy a
szamitasokhoz az altalanossag megszoritasa nélkilLja= AjAj+1 = AB szakaszt
valasztottam, ahaol(0,-1,0), B(0,1,0). AC; analitikus képletek numerikus tulajdonsagainak
vizsgalatara a szamitasokat az ertelmezési tarpmé@hany torlodasi pontjanak.;( el
pontjai) kdrnyezetében és &g éltl tavoli pontokban végeztem el, 6sszesen 4640 pontb
Ennek alapjan tortent &; analitikus kepleteinek kiertekelese, melyet a tablazatban
foglaltam Ossze. A szamitasokhozCa integral alakjabol levezetett értelmezési tartomany
(blc,)=R®\L, =R®\ AB) harom torlodasi pontjat ((0,0.5,0), (0,1,0), (0} és azAB él
meghosszabbitasan elhelyezkelét pontjat ((0,1.5,0), (0,-1.5,0)) vélasztottalz 06t
ponthoz kulonbd& iranyvektord egyenesek mentén kodzeledhetiink a is&simpontokon
keresztlll. Ezeken az egyeneseken (29 egyenestrvédte elhelyezked szamitéasi pontok
koordinatainak alakjaP, +d@, ahol P, a kivalasztott pont, amelyhez konvergalnak a
szamitasi pontokd az egyenes iranyvektora ((0,0,1), (-1,0,0), (-3,0(@£1,0), (-1£1,0),
(£1£1,1)), amely mentén kdzeledliinlPg-hoz, aza konstans alakja = 2k [10", aholn 8-t6l
-25-ig minden egész értéket felvesz és mindere k 0{ 5,4,3,21} .

A szamitasokat duplapontossaggal (kétszeres Eagp®s négyszeres pontossaggal
végeztem el. A dolgozatban a négyszeres pontosséggpk a numerikus vizsgalathoz
alkalmaztam, mivel a kétszeres pontossaghoz vis&z@nyjoval nagyobb a szamitasi
idGigényessége, ezért nagyszamu modellelem eseténcébxrett hasznalni. A dolgozat
masodik fejezetében talalhatdé modellszamitasokatgyszeres pontossagoigéenyessege
miatt csak duplapontos médban végeztem el. Numepkoblémak az éit tavoli pontokban,

y kis értékeire g <<1), illetve az élhez kozeli pontokbam, nagy értékeire X >> 1)
adédhatnak. A numerikus szamitasokpafelss hatarayna= 107, als6 hatargsmin = 210°
volt.

A dolgozat masodik felében targyalt regionaliséliidk kiterjedés foldtani

modellszamitasok esetébey hatéarai: y felss hatara y°*'=2000, als6 hatara
ymodel = 150107,
Négyszeres pontossaggal toitészamitas esetén é:ijp"“a”kéés C;en értékek

(1.4. tAblazat) a k6zos értelmezési tartomany mirslgmitasi pontjaban kiértékelbek és a
lebegpontos szamabrazolassal mantisszajuk legalabb z2dlets jegyig megegyeznek. A
4640 szamitasi pont lefedi g O (200° 107 tartomanyt. A négyszeres pontossaggal

szémitott C ™ gs C“" ¢rtékeket tekintettem az referencia értéknek, zhhe

viszonyitottam a tobbi képlettel illetve duplapatezamitassal kapott értékeket. A

négyszeres pontossaggal szamitott értékeknek Egété a tovabbiakban az indexet,
ohanka

duplapontos szamitasnal pedig.gindexet hasznalom. Azt az allitast, ho(g;/f )rlﬁés

(Ci]”"'“e‘”) értékeket egzakt értékeknek tekinthetem, alatétjaasgyrészt az, hogy a hatotol
tavoli, y 0 (2010°, 5) feltétellel jellemzett pontokban kapott értélés a Taylor sorfejtéssel
kapott (Cij’nozgo)r16 ertékek (I.4. tablazat) mantisszai 24 tizedesigegggznek. Ugyanezeket a

ri6

szamitasokat elvégezve duplapontosan, a mantiskzdkzedesig egyeznek meg. Masrészt
CU.P"“a“ké és C/°™" képletek a szamitasi pontnak a hatéhoz kozelizZet#pen y >>1)
stabilak, mivel ezen képleteknél a logaritmus fidggv szamlaléjaban azonos nagysagiiend
tagok (r, €sll,;| illetve ry ésly| ) osszege szerepel, migRohankd, Pohankd, HPGL
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(1.4. tAblazat) képletek esetén ezeknek az azoaggsagrendl mennyiségnek a kilénbsége
jelenik meg. Példaul, hil az A-ban azAB szakaszra méleges sik altal hatarolt féltérben

van, akkorCijP"ha”ké -ben azr,, és‘lzu‘ kdzel azonos nagysagréndennyiségek kilonbsége,

mig haM a B-ben azAB szakaszra méleges sik altal hatarolt féltérben van, akkor

Cijp"“a”ké -ben az azonos nagysagrénd, és{lﬂj‘ kildnbsége jelenik meg. igy négyszeres

pontossaggal szamolvRohankd, Pohankd, HPGL analitikus képletek numerikusan az
értelmezési tartomany azon pontjaira szamithat@tyma 0 (2010°, 10'°). A hatéhoz kozeli

y> 10" tulajdonsaggal jellemzett pontokban a szamabrézeabdlatja miatt a In fliggvény
Pohankd, Pohankd, HPGL képletek esetén értelmetlenné valik. Ez diblsiekben vazolt
okokbdl adddik, vagyis hogy ezekben a szamitasitgitman az emlitetképleteknél a
logaritmus figgvény argumentumaban széreépyok kilonbsége nulla lesz a szamabrazolas
korlatja miatt.

Duplapontos szaméabrazolas esd®@hankd, Pohankd, HPGL értékeky > 10 esetén valnak
értelmetlenné.

HWS képletben (1.4. tablazaty; = - 'i - mennyiség a szamitasi pontnak a&B]
1) |

szakaszhoz valo konvergenciaja esetén 1-hezggraHWSkepletben a logaritmus fliggveny
argumentumanak new@§e a szamabrazolasi korlat miatt négyszeres paiggss szamolva
y> 10" tulajdonséggal jellemzett hatéhoz kézeli pontokbaha. Duplapontos szamitassal
azon kozeli pontokban, melype> 10’ a logaritmus argumentuméban a néveallaval lesz
egyenb, aHWSképlet pedig értelmetlenné valik. AWSképlet azR®\ [AB] tartomany azon
pontjaiban stabil, melyred (Juin = 200°, pnax= 167) .

Négyszeres pontossaggal szamitdd; egyutthatok numerikus értékélir a
kovetkedket allithatjuk:
a szamitasi pony 0 (2110°, 1) helyzetére mindenC{).1 mantisszaja 24 tizedesig

megegyezik a referencianak vélasztrﬁﬁif"“a”ké)rmés (Ci]“"'s“e"‘)r16 érték mantisszajaval.

yO (10, 10°) esetén 16y 0 (10°, 10" esetén 8 ég 0 (10" 10'°) esetén pedig 2 tizedesig
egyeznek meg &f)1segyutthatok a referencia értékkel.

Duplapontosan szamitotC; egydtthatok numerikus értékeinek pontossagarol a
kovetkedket allithatjuk:

a (Cijp"ha“ka? )rsés (Cij”‘)'s“e"‘)r8 mantisszajay 0 (10°, 16°) —re 16,y O (10% 10 -ra 12,

J_"Oha”ké) és (Croe") referencia
r16 ] ri6

értékek mantisszajaval. A tébbi analitikus képlettgamolt C;)s (Pohanka, Pohank,
HPGL, HWS a szakasz pontjaihoz kozeledye[d (10°, 10°°) értékeire hibaval terheltek
lesznek, a mantisszgkd (10°, 10°) -re 8,y (10°, 10') -re 4 tizedes jegyig egyeznek meg a
referencia érték mantisszajaval.

A hatohoz kozeledve tehat @; eértekeiben a hiba kezd dominalni, a keépletek
numerikus szempontbdl instabilla valnak, igy atfelhiba (a referencia értéittvett eltérés a

referencia érték szazalékaban kifejezve) is n('j\,ikke(l:if"’ha“ka? )rs, (Cij”"'s‘e"‘)r8 képletek

esetében a szamitasi pontnak=a10'® helyzetében a relativ hiba elérheti az 1%-t ésni¥o-
nagyobb ha a szamitasi pont esgtén 10'°. A (CUHWS)r8 képlet esetében a relativ hiba 1%-o0s

y O (2010°, 10% —re 8 tizedes jegyig egyezik meg(@,.

hataranak a szamitasi pontnak/a 10 feltétellel jellemzett hatarhelyzet felel megig
(Cijp"“a“ké) o (Cij""“a“k&) (Cij”F’GH )r8 képletek esetén ez a hagés 510°.

rg’
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A szamitasi ponttal aAB] szakasztol tavolodv@; erteke nullahoz tartli(’n C, =0),

az [AB] szakaszhoz kozeled, értéke végtelenhez tarih C; =) (1.8.abra,. 2 tablazat).

y—o
R®\[AB] tartomany valamely pontjaba®y hatarerteke létezik és veg%ls " Im] \ag] C, UR
r. +r. +1 1+ A
(9. &bra, 1.2. tablazat). Ennek indoklasara tetik C;™° = In| 2——2 | =1n
My 1y —1 1-A;

lij _ AB
ry +r; MA+MB
szakasztol, akkoh; — 0, ha pedigvl k6zeledik az AB] szakaszhoz, akkadx; — 1.

kepletet, aholA; = <1. Ha azM szamitasi pont tavolodik aAB]

1+A.
Az [AB] szakasztol tavoli pontokbammC = lim In( /\” j:o, az [AB] szakaszhoz

A -0 )
i

i~

1+,

kézeledve pedig imC; = lim In( "jzoo. Ha M szamitasi ponttal k&zeledlnk

V- = /\..
ij

Mo O R®\ [AB] ponthoz, akkor Mnmo/\ij 0(03), igy lim C, OR (1.2. tablazat,

M - Mg,MOR\[AB]
53.0.).

A potencial és annak élendi derivaltjanak képletébenhgC; szorzat jelenik meg.
A szamitési ponttal kdzeledve axH] szakaszhoz, a szorzat értéke nulldhoz tart éb8a,

I.2. tAblazat). Ezt az
_ _ 1+A, 1+A, 1-(A P (1+A,

0< lim |h; Cy| = lim Jhy; In < lim rg; In < lim I, In =0(1.193)
A -1 Aj — 1—/\.. Ay -1 i A; 1! 2\ 1—/\”

1 1

egyenbtlenség alapjan allithatjuk. Felhasznaltam a Huwoist@003) cikk (1.31) szamu
egyenbtlenségét:
2

—(A.

h|<r, <l Y——"" ésa (1.194)
‘ l‘ | | 2/\"_

Iirrg y'iny=0rOR, (1.195)
y-

hatérértéket, amely alapjéi'rm Iij 1/1—‘/\i. fln(l—/\i.): 0. Az (1.194) egyeriitlenség kénnyen

_|2

igazolhat6 azg =ry —17 =ri —15 ésl; ‘Iz,] Im‘ osszefliggések segitségével.

Ha a szamitasi ponttal tavolodunk anBI szakasztol, dh;Cjl szorzat értéke a szakasz
hosszanal kisebb vagy egyéskzam (1.8. abra, 1.2. tdblazat), mivel:

1+A, 1+A,) 1-(A f (144,
h; In g IN < lim [, In =
1—/\ij S0 LA, )T a0 2, 1-A,

0< limJn; C;| < lim < lim ¢
Ny = i =0 ij ij ij
=1, lim—Y Iny f_ . (1.196)
y-1 y—
, , , . 1+/\ij . In Yy
Felhasznéaltam, hogyAB] szakasztol tavoli pontokray = 1 1. A I|ml—1=1
[ y‘> —

hatarérték pl. a I'Hospital tétel alapjan igazothat
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Ha M szamitasi ponttal kézelediink AB egyenes olyan pontjaihoz, amelyek nem tartoznak

az [AB] szakaszhoz, &;C; szorzat hatarérteke nulla, lim hC. =0 (1.9. abra,
M -MOaB\(aB] U !

|.2. tAblazat). H&Mo O R\ AB, akkor  lim_ h,C, OR\{C}.

M -~ M,OR*\AB
A Cj, hjC;j hatarértékeire vonatkoz6 eredményeket az |.2azaliban (53. o) foglaltam dssze.

1,E+02 1,E+01
-+ 1,E+00
1E+01 8- -
-~ 1,E-01
1,E+00 : ; ; z
{ 3 4 5 1,E-02
1,E-01 1,E-03

1.8. abra. Az L;; = [AB] szakaszraA = (0,1,0),B= (0,-1,0)) és @: 0.5 =y, x+z=0 = M(-z 0.5, z) egyenesen
elhelyezked M pontokra szamitotf; ésCh;C; valtozasa a tengely mentén. Aabrazolas ay tengely mentén
logaritmikus skalan torténty = V227" a definicio alapjan. z = Ocegyenes éAB| szakasM(0, 0.5, 0)

metszéspontjat jellemzi. Ha & szamitasi ponttal kézelediink lslg ponthoz, akkoz - 0 és
limC; =1limC; =, Iinz) hC; =lim h,C; =0 (ah; vetiletet & = 0 sikra szamitottam). Ha & szamitasi
zZ- Yoo

z-0 Yoo

ponttal tavolodunk azA{B] szakaszt6l, akkolg — wés lim C, =limC, =0, m [y Gy =limfh; ;| =1 <2=1,
Z -0 y- 7 - oo y-

1,E+01

1,E+00

1,E-01 +

1,E-02
— Cij = Dhij C”D
1.9. abra. Az L;; = [AB] szakaszraX = (0,1,0),B= (0,-1,0)) és @: -x =y-1.5 =z = M(-z, z+1.5, z) egyenesen
elhelyezked M pontokra szamitotf; ésCh;C; valtozasa a 'engely mentén. Az abrazolasyengely
mentén logaritmikus skalan tértént.= J2z7" a definicio alapjan. z 0 ad egyenes é#\B] szakasz

Mo(0, 1.5, 0) metszéspontjat jellemzi. HaMzzamitasi ponttal kozelediink lslg ponthoz, akkoz- 0 és
Iir’rgJ C, =limC; =, Iirrg h,C; =lim h,C, =0 (ah; vetlletet & = 0 sikra szamitottam). Ha &z szamitasi
Z- y - zZ- Y-

ponttal tavolodunk azAB] szakasztdl, akkojz — « és lim C; = E%Cij =0, \Iz\itnw|h‘i Ci|= Iyi[r?Jhij Cy|=1<2=l

‘Z‘ﬁoo
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I.2. tAblazat. A Cjj,ésh;C; hatarértékei

konstans tartomany hatarérték magyarazat

Cj [AB] = [AjAj1] o M, O[AB], am Gy =eo
AB\ [AB] Infl, /1] M, OAB\[AB], Jim C, = Infl, /1]
R°\ AB OR M, 0AB, lim C; OR
y -0 0 dist(M, [AB]) - o, imC, =0

h; C; [AB] = [AjAj:1] 0 M, O[AB], M"W\AU h,C; =0
AB\ [AB] 0 M, OAB\[AB], Jim h,C, =0
R°\AB OR\{0} M, 0 AB, lim h,C, OR\{0}
y -0 OR dist(M, [AB]) - o lim|n, c,|olot;]

2. Qjj, Qi konstansok analitikus képleteinek elemzése

A numerikus vizsgalat soré@; értékét egyS haromszoglapreQ; értékét azS-hez tartozo
Magi-n (1.3 &bra, 17.0) sgémoltam. A2, Q; konstansok értéke a hatd €s a szamitasi pont
relativ helyzetéll flgg. Igy a szamitasokhoz az altalanossag metdzar nélkil azS
haromszoglapnak a’s = [AiA2A3] = [AB( -t, ahol A(0,-1,0), B(0,1,0), C(1,0,0)
valasztottamA2:2= [MiAB], A1223= [MiBC], A1231= [MiCA], ahol M; az M szamitasi pont
vetllete azS sikra. $= [AB( eseténa = 2-nek vettemp a szamitasi pontnak a haromszog
sulypontjatdl vett tavolsagéat jeldli. Az analitikusépletek numerikus tulajdonsagainak
vizsgalatara a szamitasokat az értelmezési tarpméhany torlédasi pontjanak ([ABC]
h&dromszdglap pontjai) kdrnyezetében és a laptélitdontokban végeztem el, 6sszesen 8510
pontban. Ennek alapjan kaptam @z és azQ; analitikus képleteinek a 1.4 tablazatban
0sszegezett tulajdonsagait. A%, Q; képleteket a (0,0.5,0), (0,1,0), (0,1.5,0), (00,Q-
1,0.5,0) pontokhoz képestGy esetén leirt médon, kilonb®ranyvektord egyenesek mentén
(bsszesen 30 egyenes) elhelyedkedoontokban szamitottam. A szamitasokat
duplapontossaggal és négyszeres pontossaggal edgett Numerikus problémak az it
tavoli pontokban, vagyiyg kis értékeire y<< 1) és az élhez kozeli pontokban,vagyisagy
értékeire  >> 1) adédhatnak. A szamitasoknglfelsd hatara ymax = 10°, alsé hatara
Vnin= 1.510° voltak.

A szamitasi ponttal af laptdl tavolodva az;, Qi konstansok é$Q; szorzat
hatarerteke O (1.10, .11, 1.13, 1.14, 1.16, 1.129, 1.20 abrak), mityQ; szorzat esetében ez a
hatarérték fligg az egyenes iranyatol, amely meadéviodunk a sik sulypontjatél (1.12, 1.15,
1.18 abrak).

Az S=[AB( lap [AB], [BC], [AC] éleinQj és igyQ; nem értelmezettek (1.4. tablazat).
Az S lap bel$ pontjai masodfaju szakadasi pontjai®@z—nek.Q; hatarértéke valtozik attol
fuggéen, hogy milyen iranybdl kdzelediink §2ap bel$ pontjahoz (1.19. abra, 1.3. tablazat).

Q; folytonos azR® \ S tartomany pontjaiban. Az ABC altal meghatarozo#ikban
kivéve az§ lapot, vagyis as \ $ pontokbarQ; hatarértéke 0 (1.13, .16 abrak, 1.3. tablazat).

Az s sik pontjaban a@;—nek masodfaju szakadasa van (.11, 1.14, 1.17kibRE\ s
tartomanyorf; folytonos (1.3. tablazat).

A hQ; , hiQ; szorzatok folytonosak az egész térbemsik pontjaibanhQ; éshQ;
hatarérteke 0 (1.10, 1.12, 1.13, 1.15, 1.16, 1.120 abrak, 1.3. tablazat), vagymQ;;, hQ; -0
hahi —>O

A hatarértékekre vonatkozo allitasokat roviden kudom. Q;, Q; geometriai
értelmezése alapjan egyeértéinmogy ezen két konstans hatarérteke 0 abban #zeaséa a
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szamitasi ponttal tavolodunk & lap sulypontjatol. Direkt Uton is igazolhato ez &llitas
kiindulva az (1.72) képleth:

2hyl;
QP = 2sign(h )arctan ) aholl, =1, —1y; .
J (r2|J N ) B I + 2( M + ) | v
) L AB s . - f
Haszndva a Aj=—7"—= jelolést és a ‘hj‘ <l <ly
ry +1; MA+MB 2N,
egyenbtlenséget az arkusz tangens fliggveny argumentugazahogy:
1-(A, )
o<l 2hl, [ 2, & 2/(\.. ! N
< v ~< — = . -0 (1.297)
‘ My _l + 2( o + 1y ]hi” (rzij Ty ) _Iij 1_/\ij 1—(/\ij )2

ha a szamitasi ponttal tavolodunk &zlap sulypontjatol {\; — 0). Ennek alapjan ha
Ny - 0, akkor Q;, - 0. Mivel Q; az Q; mennyisegeknek az 0sszege, dblei allitasbol
kovetkezik, hogyQ;, - Gha/; - 0(l.3. tablazat).

Ha a szamitasi ponttal kozeledunk ssikhoz, akkorhy —0. Mivel Q; korlatos
(| | = 277) kovetkezik, hogyiQ;, Qi -0, hahy -0 (1.3. tablazat).

Ha a szamitasi ponttal tAvolodunk&ap sulypontjatol egg egyenes mentén, akkor
hi - vagyh; — . A kdvetked eseteket vizsgaljuk:
1. Ha ad egyenes és sik szogell(d,s) = 77/2, vagyisd melegess sikra ¢iCs), akkor

lni| - 0 €s azS lap éleihez tartozb; mennyiségek korlatosak. (1.197) alapjan tudjukpogy a
2hyl

hQo" = 2l |arctan (1.198)
J (r2u 1u ) l + 2( 2u 1u )hi|
. y ; . . arctanx
képletben az arkusz tangens fliggvény argumentuniiéahom tart. A lim =1
X-0 X
hatarérték és
| Ny
0< Ilm‘hiQ” = lim 41“”“" ! < lim M:O (1.199)
A= (r2ij Ty ) _I + 2(r2” I3 )h| R~ I + L

egyenbtlenség alapjan

I|m hQ; =0 (1.200)

|-

|
Az (1.199) -ben felhasznaltam, ho@gij )/h 2 es lim r: =0. Mivel Q; egy lapon vett

[n|-e

Q; konstansok 6sszege, (1.200) -bdl adod‘ltl\(‘ra hQ, =0 hatarértek.
2. HaO(d,s) =0, vagyis ad || s, akkor|h;| - oo €s ah; korlatos. Mivelh; korlatos és az arkusz
tangens flggvény argumentuma 0 -hoz tart, felirhato

lim hQ; =0 es lim hQ, =0.

IR [y~

3. Ha(d,s) D(O,lT/Z), akkor|hij| - oo és|hj| - . Bevezetem am=tan(d,s ,)d' = vet,d és

Mo = dns jeloléseket. Azs sikban felvettem azMo, X y’) lokalis koordinata rendszert,
amelynekx’ tengelye ad’ egyenes és irAnya megegyezik a szamitasi pont séazga
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iranyaval. ¢-vel jeldltem az (Ox, y) és Mo, X', y) koordinata rendszerek kozti forgatasi
szOget, vagyis azt a szoget, mellyel a két kootdiméndszer egymasba forgathato. Az Uj
koordinata rendszerben a szamitasi pont koordadtéin, 0, h) és azs sik tetssdleges X, V)

X co sing || x
pontjanak koordinatdja az Uj rendszerben, |= _S¢ / + % . A hQj

y | |-sing cosp Yo
hatarértéke flggetlen a koordinata rend$ted szamitasokat az’( y’, z) rendszerben
veégeztem. Mivelh| -« eseténQj-ben az arkusz tangens fuggvény argumentuma nallaho

tart, hQ;; -re a 0 hatarozatlan esetet kapjuk. Felhasznalva, Hm%yamtﬂ 1, ahQ; a

hatérértéke a kovetkézéppen szamithato:
sing(x,, -, )-cosply, = vy ) Ve - Vi

T i s v ey

Az (1.201) alapjan lathato, hogy ebben az eseth@p hatarértéke egy valdés szam, amelynek
értékei ad egyenesn iranytényejétol fugg (1.12, 1.15, 1.18 abrak).
A hQ;szorzat hatarértékét a kovetkképpen szamitottam ki:

lim hQ, _Airpwingij =sign(y) im isign(gij]higu\=

LIRS

(1.201).
)

=Sign Zs|gn( \ ) ‘yZ'J_yllJ‘

v + 1y

Abban az esetben, ha§ korbejarasi irdnya pozitiv igazolhatd, hogy
Sign(Qij ): _Sign(y'zij - yiij ) lgy:

im h ~ sign(h) 3 o)
\flx\wo ! |n,1(1 +1/m? +m);(yzu Y1u)

A tovabbiakban vizsgaltarQ; hatarértékés sik pontjaiban. Ehhez tekintettem §z
haromszoglaphaartozoQ; (1. 124) alakjat:

QS = 2arctar(r,(r, X1, ), 1l + 1,00 1,00, +1,00, ).
Az s sik Mg pontja helyzetét fliggéen harom esetet kilonbodzetink megd s\ $, MO §
ésM,00S.
Ha azM szamitasi pont taNlo[] s \ $-hez, akkor

a
P r + 00 0+, o rorr 2+ +rr o +rrr? =4r’r)r] cosEcosgcos— (1.202)

aholr) =M,A, r{ =M,B, rJ =M,C, aazrésr?, Bazriésry ésyazrésry vektorok
szoge, vagyisa =0(r,r))<m, B=0(7,r))<m, y=0(,,r)<m. Mivel Mo O s\ S,
ezérta, [ ésy szogek kozil a legnagyobbik egy&al masik kett 6sszegével, amib adddik,
hogy:

ar’r)r? cos%cosgcos% >0 (1.203)

HaM, O s\ $-hoz azR®* \ s pontokon keresztiil, vagyis azikon kiviili pontokon keresztiil
kozeledunk, akkor

lim r(r,xr,)= rlo(rz0 ><r§)= 0.

M - MyOs/ S
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HaMq—hoz azs sik pontjain keresztiil kézelediink, akkofr, xr,)=0.
igy a tér barmilyen pontjain keresztill kbzeledghoz teljesiil:

lim Q. =2 lim arctan2(r,(r, Xr;),rrry +rrry 0,0, +r,0r,)=0. 1.204
M —M,Os/S M ~MyOs/S (1(2 3) 1'2°3 1'2" 31 2'1'3 312) ( )

Ha M, OInt(S), akkora, B,y szogekre fennal & + S+ y = 271, igy:

ar’rry cos% cosg cos% <0 (1.205)
Ha M, 00S esetén pedig valamelyik szdg felveszrértéket, igy:
ar°rlr? cos% cosg cos% =0 (1.206)
(1.202), (1.205) és (1.206) alapjan:
A 0 ha M,00S 207
M ﬂlmDS rlr2r3 r.lr2r3 r2r1r3 r.3rlr2 - < OhaM . D Int(sl ) ' ( . )
A vegyes szorzatra felirhato:
. 0 haM Os
lim r(r,xry)=1 (1.208)
M Mo sign(r,(r, xr,)) Mha M Os
(1.207) és (1.208) alapjan felirhato:
2arctar{f(m)) ha M, 00S,(d,s)O [Og[
. T
y IlhrﬁnDS Q, sign(r,(r, xr,)) 07 ha M,00S,(d,s) = 5 (1.209)

sign(r,(r, xr,))@2rha  M,OInt(S)

ahol m=tan(d,s)a d egyenesnek ag sikkal bezart szdg tangendém) az (1.207) és az
(1.208)-bol adddd 0/0 esetek hatarértéke, melyrbegtk fluggmtol, vagyis, hogy milyen
iranybdl kdzeledunk aaM,00S ponthoz (1.19. abraf(m) kiszamitasahoz az sikban egy
(Mo, X, y) lokalis koordinata rendszert vettem fel, melymékengelye ad' = vetd egyenes
€s iranya megegyezik a szamitasi pont mozgasadalaval. Az Uj rendszerben jeldlje
(x]'jj , yiij) és (x'2ij , y’Zij) adS hatarj -dik (j = 13) él csticspontjainak koordinatait. A hatarérték
fuggetlen a koordinata rendsz#rtelemi Gton igazolhatd, hogy

l“ _ ,“ '-- _ '-.
sior( xre,»“‘f?" K Yo

X3 T X5 Yai T Vi

3 ] f 12 12 Y 12 12 ) 3 ! 3
Xgj (XJJJ +1 T X +1)(XJJJ +2 F X +2) X Xn+11 Xgjj+2 + Vi +1Ym+2) 2 . a2 ( , ' )
E + E + E Xg F Vi \Xgj+1 + Xg5j42

‘ 2 l‘ )
j=1 \/(XJJ, + Vi xxm a7t Vi +lxX]J]+2 * Vi +2) k=1 lej + Vi k=1

f(m):

(1.210)
Q; analitikus képleteinek numerikus vizsgalatat a B5dont szamitasai alapjan
végeztem &0 (Jin= 1.510°, jmax= 10%) tartomanybanQ; mindegyik képlete szamithat6
négyszeres pontossaggal, amelyeket a vizsgalah seférencia értekeknek tekintettem.
Hatrdnya a négyszeres pontossdgu szamabrazolasrak,azt mar emlitettem a nagy
szamitési id.
A y < 1.510%val jellemzettR® \ s tavoli pontokbanQ; értékei hibaval terheltek
lesznek. Tudva, hogy && laptél tavolodvaQ; hatarértéke nullay< 1.510° és yin = 1.510°
tartomanybanQ; abszolut hibéje\I(AQi),16|<1O‘16. Duplapontosan szamolvg < 3.510°
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tavolsagban jelentkeznek a szamitési problémak(jmin, 3.910°) tartomanybaif); abszolut
hibaja |(AQ;),4| <107. Az s sikban feké tavoli pontok esetébe; abszol(t hibaja kétszeres

illetve négyszeres pontossag mellfQ, ), | <10, |(AQ,), 4| <107.

Ha a szamitasi ponttal azsik egy pontjdhoz kézeledink azsikon kivil feké
pontokon keresztiil, akkar O (1.5110%, 5[10°) tartomanyban a®; mantisszaja négyszeres
pontossaggal szamolva 16 tizedesig pontgsJg510°, 1.510%) tartomanyban 24 tizedesig
pontos, ay0 (1.510°, 1.510") tartomanyban 16 tizedesig pontosy al (1.510', 410%
tartomanyban 12 tizedesig pontos éy@ (401, ya) tartomanyban 9 tizedesig pontos.
Duplapontosan szamolva kapjuk, hdgymantisszaja 4 tizedesig pontop&(3.510°,5110)
tartomanyban, 8 tizedesig pontog & (510%, 3107 tartomanyban, 12 tizedesig pontos a
y O (31072, 1.510%, 8 tizedesig pontos & O (1.510%, 1.510°) és 4 tizedesig pontos a
yO (1.520°%, 1.510"). A yO (1.510", yay tartomanybad; értékeiben mar a hiba dominal.

A relativ hiba nagysaga duplaponf@sesetében a vizsgalt tartomanyon mint a laphoz
kozeli, mint a tavoli pontokban elérheti, illetveeghaladhatja az 1%-ot. Tavoli pontokban:
y = 10° esetén az 1%-ty = 10’ esetén a 100%-ot is elérheti a relativ hiba, @Huat
y= 1.510"tulajdonsagu kozeli pontokban a relativ hiba elérdme 1%-ot.

Ha azS haromszoéglap hatarvonalat alkotd harom szakaaza@smeghosszabbitasain
levé pontokhoz kozeledink az\ S pontokon keresztil, mely pontokban a fentiek a@ag);
elméleti értéke nulla, az analitikus képletekkayyszeres pontossaggal szamolva az abszolut
hibak ay0 (nin, 10°°) tartomanyban kisebbek mint 10(|(AQ, ),,,| <10™), a teljes vizsgalt

'3 (i, ) tartomanyban pedig Tonal kisebb [(AQ, ),,,| <10™*). Duplapontos médban a
y < 1510° tartomanyban érvényes #AQ,) /<107 egyenbtlenség. A y > 1.510°

tartomanybar®; értékeiben mar a hiba dominal.)A (1.510", jmay) tartomanyban Holstein
képletei Holsteirt, Holsteirf, Holsteir?, Id. 1.4. tablazat) azonosan nulldk, vagyis
megegyeznek az elméleti értékkel, Werner and Sebe&eplete (l.4. tdbladzat) pedig
ertelmetlenné valik.

Ha azs \ S tartoméany pontjaihoz az sik pontjain keresztul kézelediink, négyszeres

pontossagnal a hibak félkorlatia 10* (|(AQ;),,¢ <10™), duplapontos szamitasnal pedig
10" (|(AQ,),,e| <107°). Az Q;, Qi, hQy éshiQ; hatarértékeire vonatkoz6 eredményeket az
[.3. tAblazatba foglaltam Ossze.

A Cij, hijCij, Qij, Qi, hiQij és hQ; hatarértékei alapjan a potencial, potenciab €s
masodrend derivaltjainak a hatarértékeit szamithatjuk ailkug pontokban. Az (1.175) és
(1.177) alapjan a potencial és a potenciabrelsdi derivaltjai ah;C; éshQ; kifejezéseket
tartalmazzak, amelyeknek a tér minden pontjdbaeségtarértékik van. Ennek alapjan, ha
Mo azip -dik lap pontja és all szamitasi ponttal tarturid, felé, akkor:
haM, S,

im UM)= lim 231 [She —ho |=
Mmo _MmoT; i ,Z:;‘ ;Cy —hQ; | =

_G,O n 1(i) G,o _ 1(ip) B
= 20 > h{Zhijcij -hQ, +—2°M|m0hio ;hiojcioj—hiogio =

i=Li%i, j=1

n 1(i)
:% 3 hi[Zhijcij —hiQij,

i=Li%i, j=1

57



1.2.10 Az analitikus képletek értelmezési tartong@ngumerikus tulajdonsagainak vizsgalata

n 1(i)
MI'TAOD U(M)=-Gp, Jim dn, (Zh”C —th

~Mo i1 =1
n (i) I (ip)
=-Gp, z ni(zhij o _hQij-'-GpOnio M”rr,\]/l [Zhojcioj _hiOQioj =
i=Lizi, j=1 T\ j=1
n 1(i) I (o)
=-Gp, z n, zhijcij —hQ, |+Gpyn; zb|0j ,
i=Lizi,  \j=L =1
1(i)
Jim U,(M)=0Gp, Jim Zn"(Zvl'JC —an
oo ~Mo i1 j=1
1(io)
=Gp, z [ZVUC niIQiJ"'Gpo M“n,\]/l nit(zvilojcioj _niIOQiOJ:
i=Lizi, - j=

=Gp, Zn: [ZV”C -n'Q, j+G,o0 "ZVIJC ~Gp,nin| I|m Q,

i=1i#iy j=1

Felhasznaltam, hogil, S eseten:

lim h,,C,; =b,; OR, j=1I(i), lim h Q, =0, lim h =0.

M - M, M -~ M, Mo
Ennek alapjan lathato, hogy a potencial és a patertsirend: derivaltjainak a
poliéderio lapja barmelyMo pontjaban van hatarértéke. Miv@i-nek szakadasa van & sik

pontjaiban (1.3. tablazat, 64. 0.), a fenti levésail kbvetkezik, hogy a potencial masodrénd
derivaltjainak is szakadasa van §z sik pontjaiban.

—— Q" —— hQ

1.10. &bra. Az S = [ABC] lapra @ = (0,1,0),B=(0,-1,0),C=(1,0,0)) és &@: 0.5x=y=z = M(0.5z z 2)
egyenesen elhelyezk&éi pontokra szamito®; ésh,Q; valtozasa a tengely mentérz = 0 ad egyenes €S§ sik
Mo(0.5,0,0)0 § metszéspontjat jellemzi. Hd szamitasi ponttal dd, [1 S ponthoz tartunkNl — M), akkor
z-0és lim Q, =-2m7, lim Q, =27, I|m hQ; =0. HaM szamitasi ponttal tavolodunk &daptdl, akkor

z-0,z>0 z-0,z<0

I - ooes‘l‘lm Q; ‘I‘lm hQ; =
7l >
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—_— Qil ..... . Qi2 Qig

1.11. &bra. Az S = [ABC] lapra @ = (0,1,0),B=(0,-1,0),C=(1,0,0)) és &@: 0.5x=y=z = M(0.5z z 2)
egyenesen elhelyezkéi pontokra szamito®;, j= 1,3 valtozasa atengely mentérz = 0 ad egyenes €S§ sik
M(0.5,0,0)00 S metszéspontjat jellemzi. Hd szamitasi ponttal ad, O § ponthoz tartunkMl — M), akkor

z-0és lim Q;=-a, Ilm Q;=a, lm Q,=-b, Ilim Q,=b, lm Q;;=-c, Im Q;;=c,
z-0,2>0 z-0,z<0 z-0,2>0 z-0,z<0 z-0,2>0 z-0,z<0

ahola =tg(ARB), b=c=tg(BR,C), a+ b+ c = 2. HaM szamitasi ponttal tAvolodunk &zaptél, akkor

[4 - = ésiim 0; =0,j=13

-0,5

hiQiy e N Qip — o — h Qiz

1.12. &bra. Az S = [ABC] lapra @ = (0,1,0),B=(0,-1,0),C=(1,0,0)) és &@: 0.5x=y=z = M(0.5z z 2)
egyenesen elhelyezk& pontokra szamitott;Q;, j= 1,3 valtozasa atengely mentérz = 0 ad egyenes é§
sik My(0.5,0,0)00 S metszéspontjat jellemzi. HA szamitasi ponttal dd, 0 § ponthoz tartunkNl - M), akkor

z-0 éslimOQij =0, j =13. HaM szamitasi ponttal tavolodunk §zaptdl, akkor|Z — « és az (1.201) alapjan
Z-
lim[R Q| =y, MR Q| =1y, lim[RQ| =15, 1 =1, =(3-43)3,1:=0,
Z-% Z-% Z- 00
(m=+2/2,y; =-V2/4,y, =3V2/4,y, =-2/4)
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————————————————————————————————————— 06
————————————————————————————————————— 05
————————————————————————————————————— - 04
————————————————————————————————————— 03
————————————————————————————————————— - 0,2

————————————————————————————————————— 01

-0,1

— O —_— hiQi

1.13. dbra. Az S = [ABC] lapra @ =(0,1,0),B=(0,-1,0),C=(1,0,0)) és a: y=0.5,x+z+1=0 =
M(-1 -z, 0.5, z) egyenesen elhelyezkdd pontokra szamito®; ésh,Q; valtozasa a tengely mentérz= 0 ad
egyenes €§ sikM(0.5,0,0)0 Ext(S) metszéspontjat jellemzi. Hd szamitasi ponttal dd, O § ponthoz
tartunk M - M), akkorz- 0 éslimoQi =0, Iing)hiQi =0. HaM szamitasi ponttal tavolodunk §aptdl,

zZ- zZ-
akkor|Z - « és lim Q; = lim hQ; =0

ERCRNNE e

—_—— Qil ..... . Qi2 Qig

I.14. dbra. Az S = [ABC] lapra @ =(0,1,0),B=(0,-1,0),C=(1,0,0)) és a: y=0.5,x+z+1=0 =
M(-1 -z 0.5, z) egyenesen elhelyezkdd pontokra szamito®;, j= 1,3 véltozasa atengely mentén. z 0 ad
egyenes €§ sikMy(0.5,0,0)] Ext(S) metszéspontjat jellemzi. Hd szamitasi ponttal ad, 0 § ponthoz

tartunk M- M), akkorz—-0 és lim Q;; =a, Im Q;=-a, lim Q;,=-b, Im Q;, =b,
z-0,2>0 z-0,z<0 z-0,2>0 z-0,z<0

lim Q;;=-c, lim Q;;=c, a=0ARB, b=0BRC, c=0OCRA, b +c=a HaM szamitasi ponttal

z-0,2>0 z-0,z<0

tavolodunk az laptol, akkor|Z — « és‘ I‘im Q; =0,j =13
Z| - 00
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hiQi e N Qip — o — h Qi3

1.15. abra. Az § = [ABC] lapra @ = (0,1,0),B=(0,-1,0),C=(1,0,0)) és @: y=0.5,x+z+1=0 =
M(-1 -z 0.5, z) egyenesen elhelyezkdd pontokra szamitottQ;;, j= 1,3 véltozasa atengely mentén. z 0 a
d egyenes €§ sikMy(0.5,0,0)] Ext(S) metszéspontjat jellemzi. Hd szamitasi ponttal ad, 0 S ponthoz

tartunk M - M), akkorz- 0 és IimO hQ; =0,j =13. HaM szamitasi ponttal tavolodunk &zaptdl, akkor
zZo
|4 — w0 és az (1.201) alapjatim R Q| =1y, im | Q,,| =1, lim|h Q| =15, 1y = 2-v2,1, =15 = 2-v2)/2,
Z-0 Z—00 Z - 00
(m=1y; =-05Yy, =15y; =05)

o 0,25
o L 0,20
L 0,15
L 0,10

r 0,05

0,00
-0,05
-0,10

-0,15

-0,20

—_— Qi —_— hiQi

1.16. abra. Az S = [ABC] lapra @ = (0,1,0),B=(0,-1,0),C=(1,0,0)) és a&: x=0,y= 1.5 M(0, 1.5, 2)
egyenesen elhelyezk&i pontokra szamito®; ésh,Q; valtozasa a tengely mentérz = 0 ad egyenes €S sik
Mo(0,1.5,0)0 Ext(S) metszéspontjat jellemzi. Hd szamitasi ponttal ady 00 § ponthoz tartunkNl - Mo),
akkorz—0 éinmOQi =0, IimohiQi =0. HaM szamitasi ponttal tavolodunk 82aptol, akkor|Z — o és

z- zZ-
lim Q; = Iim hQ; =0

ERCRNNE e
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0,6
R
I A
Ed
————————————————————————— B R
//i

i P& & & ¢ ¢ 00

3 2 1 0 1 2 3

‘ I
777777777777777777777777777"77777"71777777777777777777i:j 1’77 77777777777 T 02

‘ o

| L
i - 04

o

*
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P4 0,6
R — Qil ..... @ QiZ Qig

1.17. &bra. Az S = [ABC] lapra @ = (0,1,0),B=(0,-1,0),C=(1,0,0)) és &@: x=0,y= 1.5 M(0, 1.5,2
egyenesen elhelyezké pontokra szamito®;, j= 1,3 valtozasa atengely mentérz = 0 ad egyenes €§ sik
Mo(0,1.5,0)00 S metszéspontjat jellemzi. Hd szamitasi ponttal ad, O § ponthoz tartunkMl — M), akkor
z-0 éslzing)Qi1 =0, lim OQi2 =-a, Ilm Q,=a, lm Q;=-a, lim Q;=-a,a=0BM,C.Ha

z-0,z> z-0,z<0 z-0,2>0 z-0,z<0
M szamitasi ponttal tavolodunk 8zaptol, akkor|Z — « és‘ I‘im Q; =0,j =13
7l o0

0,4

-0,2
e NQiy e M Qi — e — N Qs

1.18. abra. Az S = [ABC] lapra @ = (0,1,0),B=(0,-1,0),C=(1,0,0)) és &@: x=0,y=1.5= M(0, 1.5,2
egyenesen elhelyezk& pontokra szamitott,Q;, j= 1,3 valtozasa atengely mentérz = 0 ad egyenes é§
sik My(0,0.5,01] Ext(S) metszéspontjat jellemzi. H4 szamitasi ponttal ad, O § ponthoz tartunkNl » Mo),

akkorz-0 és Iinz)hiQij =0, j =13. HaM szamitasi ponttal tavolodunk §zaptol, akkor|z — « és az (1.201)
zZ-

alapjan lim|hQ;|=0,. j =13
7 - 00
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—+— Q;(M(0,02) —=— Q; (M(-2,0.52)) —e— Q;(d:z=0x+y=0.5) Qi(M(-z,z+0.52))

1.19. dbra. Az § = [ABC] lapra & = (0,1,0),B=(0,-1,0),C=(1,0,0)) és @;: x=0,y=0.5= M(0, 0.5,2),dz: ¥
=05x+z=0+= M(-z,0.5,2,d:: z=0,x+y=0.5,d;: x =y-0.5 =z = P(-z, 0.5 +z, 2) egyenesen
elhelyezked M pontokra szamito®; valtozasa a tengely mentérz = 0 ad egyenes €S sik
Mo(0,0.5,011 (AB) metszéspontjat jellema,, d,, ds, d, egyenesekre @, k = ﬂirényvektor rendre (0,0,1)
(d,0'9), (-1,0,1), (-1,1,0), (-1,1,1Mgponthoz kdzeledvez(- 0) Q; hatarértéke (1.209) alapjanfiggvényében

valtozik:d; esetén lim Q, =-m, lim Q, =m,dyre lim Q;=-7/2, lim Q; =377/2,dsra
z-0,z2>0 z-0,z<0 z-0,z2>0 z-0,z<0
lim Q; =-2m, lim Q;=0 ésdsre lim Q;,=-7/2, lim Q; =371/2. HaM szamitasi ponttal
X-0,z>0 X - 0,x<0 z-0,2>0 z-0,z<0
tavolodunk aA laptol, akkor|Z - o és‘l‘im Q; =0
7l >

1,0

-0,2
—+— Q;(M(0,02)) —=— Q; (M(-20.52) —e— Q;(d:z=0x+y=0.5) Qi(M(-z,z+0.52)

1.20. &bra. Az S = [ABC] lapra A= (0,1,0),B=(0,-1,0),C=(1,0,0)) és @;: x =0,y =0.5 = M(0, 0.5, z),
dyy=05x+z=0< M(-z,0.5,2)d5: z=0,x +y=0.5,d;: x =y-0.5 =z = M(-z, 0.5 +z, 2) egyenesen
elhelyezked M pontokra szamitot;Q; valtozasa a z tengely mentén= 0 ad egyenes €S sikMy(0,0.5,0)01 (AB)
metszéspontjat jellemail, ponthoz kézeledvez( 0) Iim0 hQ; =0. HaM szamitasi ponttal tavolodunk &z
zZ-

laptél, akkor|Z — e éslim hQ; =0

ERs
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1.3. tAblazat. A Qij, Q;, hiQij éShijQij hatarértékei

konstans tartomany hatarérték magyarazat
Q; S=[AB(Q nem létezik M, 0S;, neml lim Q;
s\'S§ nem létezik M, Os\S, nemDMIirTA Q;
R\s OR M, OR’\s, lm Q, OR
y -0 0 dist(M,S,)_wo,Iin?)Qij:O
V-
Q, S=[ABQ nem létezik Mo US , nemd lim Q;,
2arctar{f(m)) ha M,09S,,(d, s)l][o,%[
Jim Q=1 signh )7 ha My DOS,(d,s)=%
’ sign(h, )27ha M, Om(S,)
signh)>0, ha M és az§ sik normalvektora azong
féltérben vannak.
f(m) az (1.210) képlettel értelmezett
s\§ 0 MODS\S,,MIin?/| Q;, =0
R’\s OR M, OR®\s, lim Q OR
y -0 0 dist(M,S,)_>oo,Iin3)Qi=0
V-
hiQ; S=[ABQ 0 M,OS ,Mlin?/| hQ; =0
s\S 0 M,Os\S, lim hQ; =0
M~ M,
R\s OR MODR3\S,MIinJ| hQ; OR
y -0 nem létezik dM,S) - o, nemClim h,Q,
V-
hi Qi S=[ABQ 0 M, OS, lim hQ, =0
s\S 0 MODS\S,,MIin?/| hQ, =0
R\s OR Mo OR\s, lim hQ OR
y-0 0

n

dist(M,S) - ,limhQ; =0
V-
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I.4. tablazat. Az egyes szetk altal aC;, Q; Py, Q;, R; konstansokra kdzolt analitikus képletek

konstang

képlet

szerd

Kontans képletének értelmezés
tartomanya és numerikus
stabilitdsanak hatara,g moédban
(VminzZﬂUgy %naleozs) Cij're
(Vin=1.510°, Ya=10) Q;-re

C Pohankd

= [In(r,,

-

b

Pohanka

MORNA A L iin
i=11()
Képlet értelmetlenné valik

dist[M A A L =L J<10-8_
11(0)

=11

Yuin< y< 10’ tartomanyon értelmezett.

C Pohank&

[In(r,,

Al

lyj

Pohanka

MO Rs\[Aij A isin.

i=11()
Képlet értelmetlenné valik

dis{M A A istn j <1078-
j=1I(7)
nin<)y’ <10 tartomanyon értelmezett

Cijr—’ohanké

OI]

sign(lzu)l "2 ||2"| S|gn(l )

Ty |

0ij

Pohanka

MORNA A, i=in
i=11(i)
Képlet értelmezett a vizsg:

10%°< dis{M v A A4 i=Ln

i=11(i)
tartomanyon, vagyis ennek megfél
Jnin<V <Jmaxtartomanyon.

)<1§

HPGL
c

Holstein,
Petrovi,
Gotze and
Lahmeyer

MORN\A A, i=in
i=11(i)
Képlet értelmetlenné valik

dis{M A oA i ]<10'8-
o)

i=Li(i
nin< <10’ tartomanyon értelmezett

chws

|
_ i

aho A, = ——

My + 1y

n Faj + T +Iij - in 1+A
My 1y —Iij 1-A;

<1.

J 2arctan|7i\

Holstein,

Werner
and

Scheeres

M ORN[A AL =
i=L1(i)
Képlet értelmetlenné valik a

dis{M [AA] ianJ<10‘8-
j=L1(i)

Az [AB] szakasz pontjai kérdl
nin< <10’ tartoméanyon értelmezett
Az R®/ [AB] szakasz pontjai koril

Jnin<V < Jmaxtartomanyon értelmezett,

157

157

CHolstein

sign(l,, ){ln[(rz” *

||2ijr|)2(rﬂi i Dﬂ ha sign(,; )# sign(, )

Holstein

M OR\[A AL =
i=L1(i)
Képlet értelmezett a vizsg:

10—25 < d|S[[M ] AJ AJ 1 i:]_an <10

i=11(i)
tartomanyon, vagyis ennek megfél
Vonin< V <Jnaxtartomanyon.

ok

n (A
2

Taylor
sorfejtés
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QiljDUhanké |:2 - ( ) t _ +|h |:| 2i Pohanka MO Rs\lA] Aj+1 i{%
sign(h, )arc ane — T j=11
i I, Vnin< V' <Jmax tartomanyon értelmezet
i [ZSign(h )arctan_I +|h—|]2] O M ORA A Il;?)
- i j=1Ii
i Iy Vnin< V' <Jmax tartomanyon értelmezet
Q™ g n(h, )arctan 2y (1 - 1) Pohanka |m 0R\|A) Apy] i
gnh ! 2 2 j=11(i)
(r2ij +rlij) _(|2ij _Ilij) +2(r2ij +rlij)hi| ] ]
Vnin< V< Jinax tartomanyon értelmezet
Qi.;(,.stei,} . r | [ hi L Holstein M O RS\Aj Aj+l i
sign(h ) Jarctan— || —|arctan— j=110)
L hy Iy Mef Iy Ynin<y'<1.510' tartomanyon
értelmeze
Qiﬁolstew - hi Ly Holstein | 0 RSy A A i-in
J sign(h ) arCtarE ! ﬂ IR0
| ro., Mue Ny | Ynin<y<1.510'° tartoményon
ertelmeze
Holsteir? _ Holstein 3 =
S 2sign(h, )arctan Gl (I 2 Im) MER \[Aj Am]jﬁ?i)
(r2i' + r.li' + di' )(rZi' + r.li' - di' )+ 2(r2i' + I"li' Xhl | -
o A T o Ynin<y<1.510'° tartoményon
ha S|gn(l 2 ) = Slgn(llij ) értelmeze
oh (. -1
2sign(h, )arctan ”2( 5 ~ls)
(rzij Iy +dij) Jay + 2(r2ij iy )hi|
ha sign(l 2 )¢ sign(lﬁj )
QiPetrovic 10 10 h [P Petrovi M O R3\ AJ AJ " i-1n
Q = —Z arcta +signun(h )8, =110)
j=1 j= MPlj Iy
Qe ) 12 4 h2 +Ir Iy Gotze and|p 1 R3) Aj Aj+1 -
- Z arcta hh — MW 1 +signun(h, )6, Lahmeyer =110)
= Iy
ows | 1) Werner 3 i=1n
' Z%arctarfz(r (PRI N A AV A S S o N SIS S A ) and |MORAS ’|6 L )
Scheeres Wnin<y'<1.510'° tartomanyon
értelmeze
Pij, (X2ij = Xy )I ij (y2ij ~ Yy )l i (ZZij 7y )I i puptasarm \p g3\ A AL =
Qi e [ r7 L+ and Singh j=11()
R; iln Vi +2rgly +rg +1 +rypg ha 1y +ryp, %0 Képlet értelmetlen
|-,- = lii r +thp‘lJ .
! | —r.. i A iz 1<1077-
ilni‘ s ]”‘ha My + Ty =0 disf M. A A”lj':% 10

[ I

ij j

3. A potencidlt és a derivaltakat leiré analitikképletek numerikus elemzése

Holstein and Ketteridge (1996) és Holstein et 8090) munkakban a székz vizsgaljak a
potencial elérendi derivaltjainak numerikus tulajdonsagait a poliéthroli kérnyezetében.
Ennek a tavolsagnak a jellemzésére a s$kerbevezetik az ékékben emlitett y
dimenziénélkili mennyiséget, mely tulajdonképpehadd dimenzidjaval normalt tavolsag
inverze. A szamitasi ponttal a hat6tdl tavolodvaodencial elérendi derivaltjait megado
képletek numerikus hibajasnigy az egyes képleteket a tér egy korlatolt taényaban
alkalmazhatjuk, a tartomanyon kivil mar a numerikilbs dominal.

Holstein et al. (1999) 6sszefiiggést vezet le (& €M )-es 6sszefliggése) a potencial
elssrendi derivaltjanak numerikus hibaja ¢skozott:

yz (100 pf = os— T . (1.211)

(€200'p)*
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A szerdk v-re av =4 becslést adjak. A képlet helyességét modellgaasal elleériztek. A
vizsgalatban alkalmazott elemi, konkav modell lag szama 8, csucspontjainak szama 10,
a hatd linearis dimenzidjar = 24 (Holstein et al. 1999, Appendix Ay paraméter
megfeleben  valasztott  értéke  esetén az (1.211) biztositjidhogy a

y<(g10qp)’ = o> tulajdonsaggal jellemzett szamitasi pontokban az

a
(6100 p)*
elssrendi derivaltak analitikus képleteinek hibdja meghadady p szazalékot. Ha a
szamitasokat duplapontos médban végezzilk, akénéke 2= 107°.

A vizsgalatokat megismételtem négyszeres és duplapanddban és kiegészitettem a
potencial és a potencidl masodrénderivaltjaira vonatkozé vizsgalatokkal (1.5, 1.67
tablazatok). Az (1.211)-ben egyéskg esetéw-t kifejezhetjukv figgvényében. A = 100%
és £ = 2%2értékek melletty-ra a y = p(v) = (100100)"" = 2% psszefiiggést kapom. A
paraméter helyes értéke esetén, a szamitasokatpimpbsan végezves € 27%%) a y = 277"
feltételt teljesid szamitasi pontokban a numerikus hiba kqe&b, esetiinkben 100% lesz. A
Holstein-féle elemi modell (Holstein et al. 1999 ppendix A) altal generalt éter
potencidlijat és a potencial é&lsés masodrerid derivaltiait a (x,y,z)=(d,d0),
d=d(v)=oW)/V2lkm], dW)=a/nv), y=pv)=2"?  koordinataji  pontban
szamitottam, ahol & -t paraméternek tekintettem. A felvett paraméter ékékaz 1.5, 1.6,
I.7. tAblazatok ets oszlopa, a szamitasi pont koordinatait a tabléz&io/etked harom
oszlopa tartalmazza. A szamitasokat négyszeresogsaggal és duplapontosan is
elvégeztem, az eredményeket az 1.5, 1.6, I.7. &tk hatodik illetve a tizedik oszlopaiban
talaljuk.

Mind a Ilokalis, mind a regionalis modellezésben aszmalt valdésagh
siriségmodelleket (ll. rész) kulonb®zmeéreti térfogatelemek (derékszibghasabok és
poliéderek) alkotjak. Regionalis modellek esetéban legkisebb illetve legnagyobb
térfogatelem linearis dimenzidj@fode)min = 250 M, @modelmax = 750 km és a leggyakoribb
méretek: 500 m, 1 km, 5 km, 10 km, 100 km, 500 kokalis modellezésben a legkisebb
térfogatelem dimenzidjadtoge)min = 10 m, a leggyakrabban éébrduld térfogatelemek
dimenziéja 25 m, 50 m. A Holstein-féle elemi modefimitast elvégeztem kulonkéoz
dimenziokra,a O {2400, 240, 2.4, 0.24, 0.0R4km]. A kulonbd® lineéris dimenzidju
modelleket ugy Aallitottam & hogy a Holstein-féle modell koordinatait megszaik a
megfeleb a értékek ésa = 24 ardnyaval, ami€ -vel jeldltem,C O {100, 10, 0.1, 0.01,
0.00%. Az igy eballitott modellek esetén a szamitasi pontokat (eftem fel, hogy a modell
és pont helyzete azonos az 24 [km] modellre végzett szamitasokkal. Enndiéfele, hogy
yazonos legyen az [1{2400, 240, 2.4, 0.24, 0.0R4km] ésa = 24 [km] linearis dimenzigdju
modellszamitdsokban. Ennek megfédsl a szdmitdsi pontok koordinatai azdimenzié
eseténCld, Cid, 0). Ezekben a szamitasi pontokban teljesulinieszel

U(d,d,0)=u(cd,cd0)/c?,U,(d,d,0)=U,(Cd,Cd0)/C,U,(d,d0)=U,(Cd,Cd0) (I.212)

Osszefliggéseknek, ahol az egyedbek baloldalan az = 24, jobboldalan, azr = 24C
mérefi modellel végzett szamitasok allnak. Vagyis minden 24C értékre a Cd, Cd, 0),
d=d(v)=a(v)/V2 [km], ov)=Ca/yv) [km], y=pv)=2"?% koordinataji pontban
végeztem a szamitasokav&ulonbos értékeire, duplapontosan és négyszeres pontogsagga
(1.5, 1.6, I.7. tablazatok). A 1.5, 1.6, |.7. tAlaldioknak minden egyes soraban eggrtékre
elvégzett szamitasok eredményeit tiintettem fel.al@ykonstansC0{100, 10, 1, 0.1, 0.01,

0.00% értekeire a megfelél(Cd, Cd, 0) koordinataju pontban &g = 24C méreti modell
alapjan szamitott potencialnak zaszerinti el$érendi derivalt értékeit az 1.5. tablazat, a
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geoidundulacio értékeit az 1.6. tablazat és a modémak az szerinti masodreridderivalt
értékeit az I.7. tablazat tartalmazza. A négyszerés duplapontos szamitas
megkulonboztetésére az r16 és r8 jeldléseket hidaana

A v = 2.4 paraméter esetén a négyszeres pontossagakiinddéz C értékekre kapott
(U,(cd,cdp)),,.,/C modellértékek mantisszai legalabb 10 tizedesigyeggeznek, igy

ezeket az értékeket egzakt értékeknek tekintettémyel jeloltem és az 1.5. tablazat hatodik
oszlopadban tiintettem fel. A  duplapontosan  szamitoft),(Cd,Cd0),)/C,

C {10010 1,0.1001,0.003 értékeket az egzaki , érték kozelis értékeinek tekintettem. Az
I.5. tabldzatban az ,absz. hiba r16 -ban” és ,alhéza r8 -ban” elnevezésoszlopok a
kilonbos C értekekkel négyszeres illetve duplapontosan spdintierivaltak mantisszajanak
egyedségére ad informaciét, mig @ = abs(L'JvZ u, —1)&0({%] képlet alapjan tortént
0sszehasonlitds a relativ hiba nagysdgéra ad becsiggyis a kozelit értékek hany
szazalékkal térnek el az egzakt értéekA szamitdsaim alapjan a potencilszerinti
derivaltja esetében a numerikus hiba 4.0 érték kordl éri el a 100 % -ot, ami 6ssz leamy
van a Holstein et al. (1999) cikkberre adott becsléssel.

Ugyanezeket a szamitasokat és 0sszehasonlitadeégézem a geoidundulacio (1.6.
tablazat) és a potencia szerinti masodrerid derivaltjara (1.7. tablazat) is. Négyszeres
pontossaggal szamitott potencial mantisszai lebaldb tizedesig megegyeznekva> 2.0
paraméter értékei esetén, igy ezeket az értékekattattem egzakt értékeknek) () és
hasonlitottam 6ssze a megféleluplapontosan szamitott értékekkl§IX Az |.6. tdblazatban
az ,abs. hiba” oszlop a duplapontosan szamitodnmidl értekek mantisszajanak egisagét
jellemzi. A p= abs(J/U —1) ELOC[%] képlettel jellemzett relativ hiba nagysdge paraméter
3.0 értéke korul eléri a 100 % -ot.

A négyszeres pontossidggal szamitott masodrederivalt értékek mantisszaja
legalabb 10 tizedesig megegyeznekal.4 paraméter értékei esetén, igy ezeket az &etke
tekintettem egzakt értékekneld (,) és hasonlitottam 6ssze a megteleluplapontosan

szamitott értékekkel qzz). Az 1.7. tablazatban az ,abs. hiba” oszlop a dpphtosan
szamitott derivalt ertékek mantisszajanak efyégét jellemzi. A
p:abs(Jzz/U zz—l)ELO({%] képlettel jellemzett relativ hiba nagysagav gparameter 2.2
értéke korul eléri a 100 %-ot.

A tovabbiakban a dolgozat mésodik felében az al&abtt lokélis és regionalis
valésagli giriségmodellekkel végzett szamitdsok numerikus hibadok becslést.
Megvizsgaltam aigiiségmodellek altal generaltééér potencialjanak és a potencialéets
masodrend derivaltjainak hibait a szamitasok soran felvetttamanyokban, melyet ez
esetben ax/h dimenzié nélkili mennyiséggel jellemeztem, ahat distM, Q) a szamitési
pont és af) 0 R® tartomany tavolsaga. A tulajdonképpen a tébbféle médon értelmeghkt
tavolsagok kozll egy valtozat. Ha a szamitasi pbtdivolodunk a modebt, akkor ad-nak
kilbnbdd mddon értelmezhétvaltozatai esetén aw d arany azonossa valik. igy példaul, ha
J-t a szamitasi pontnak & haté tomegkdzéppontjatol vett tAvolsdgként értelralk, akkor
a szamitasi pont egy helyzététkezdbdéen az a/h és a/d mennyiségek azonosnak
tekinthebk. Az alkalmazott #&riségmodellekben kulonbéz méreti térfogatelemek
szerepelnek. Minden térfogatelemhez hozzarendejglCanéretarany tényég, gy hogy a
térfogatelem lineéaris dimenzi6ja kozel az= 24 [km] Holstein-féle elemi modell linearis
dimenziéjanalC -szerese legyen. Tovabba minden edyeterfogatelemhez hozzarendelhet
a szamitasi pont egy minimélis(h,imn)és maximalis tévolséga(h;ax), igy Qi-hez

hozzarendelhét az a/h dimenzié nélkili mennyiségnek egy minimalis és eggximalis

68



1.2.10 Az analitikus képletek értelmezési tartong@ngumerikus tulajdonsagainak vizsgalata

értéke, (a/h).. =a,/h . (a/h).  =a /b . Ennek alapjan meghatarozhaté az egész

min max ! max 'min

modellre vonatkozoan am/h dimenzio nélkili mennyiségnek egy minimalis és egy
maximalis értéke:(a/h) = rr_1¥1{(a/h)i b (ayh),., = mlLr1{(a/h)i }, aholn a modellben

min max

szerepd elemi térfogatok szama. A dolgozat masodik részébesmertetett
modellszamitasokban azoéegr paraméterek (pl. a tdmegvonzasi potencial gmtancial
magasabbreridderivaltjai) hibainak becslését visszavezettemosstdin-féle elemi modellel
végzett szamitasok hibaira. Az elemi modell esetéramitasokat alwl(x = d, y = d, 0)
pontokban végeztem. Al megfeleb megvalasztasaval elértieta Holstein-féle elemi
modellhez és a térfogatelemhez tartozé dimenzidielk/h mennyiség egyésége. Az

a = 24 [km] aC = 1 méretarany tényémek felel meg, a tobllC méretarany tényét agy
valasztottam, hogy a regiondlis és lokaligtiségmodellek legkisebb, legnagyobb és a
leggyakoribb modellelemei szerepeljenek a vizsgalatvagyisC 1 {25, 5, 1, 0.5, 0.2, 0.05,
0.02, 0.002, 0.001, 0.00p5és ennek megfelgn a [1 {600 km, 120 km, 24 km, 12 km, 4.8
km, 1.2 km, 480 m, 48 m, 24 m, 12} mAz egyesC méretarany tényégel jellemzett
modellek esetén a szamitasi pont koordin&téal, (Cld, 0), aholx =y =d aC = 1 vizsgalatban
szerepb tavolsagok, d =10+ 24/(x/§Eﬂa/h)) (1.8, 1.9, 1.10 tablazat). Az 1.8. tablazat a
potencial z szerinti elérendi derivaltjait, 1.9. tablazat a potencialértékékdevezetett

N = U/9.780312 geoidundulacié értékeket, 1.10. tablagatlig a potencialz szerinti
masodrend derivaltjait tartalmazza. A szamitasokat mind rszgyes, mind
duplapontossaggal elvégeztem. A kilénbGzméretarannyal végzett négyszeres pontossagu
szamitasok eredményei mind a potencial, mind anp@kel$ és masodreridderivaltjai
esetében fliggetleneR -t6l (a szamitott értékek mantisszai 9 tizedesig mgestek), igy
ezeket az értékeket egzakt értékeknek tekintetteduplapontos szamitassal kapott értekeket
kozelit értékeknek tekintettem. A vizsgélatok alapjan nlagé&hatjuk, hogy a szintetikus
modellezés (I1.2.1 alkalmazés) szamitasi tartoméjslemz 3400 <a’h <10° hatarokon
belll a duplapontos szamitas soran barmely modeilelsetén a potenciébzerinti elérendi
derivalt numerikus hibgjanak nagysaga kisebb mirtte 1(1.8. tablazat), vagyis

U . , S s o o~
<1OZC’ ahol i -vel a giriségmodelli —dik térfogatelemét jeldltemyU), U, a

\J;—u;

térfogatelem altal generalt&ér potencialjanak szerinti derivaltjanak egzakt és kozélit

értékét jeldli a szamitdsi pontban. Egzakt értékaekégyszeres pontossaggal, a kézelit

ertéknek a duplapontos modban szamitott értékekg&intettem. Ennek alapjan a

siiriségmodellre duplapontos modban végzett szamitds@k s numerikus hiba nagysaga

nem haladja meg az 1% -ot. Ezt a kovetké&ppen igazoltam:

n .

<H M U!'-Ull<E __ ="z 1.213
Z“ £ f 100 100 ( )

aholn a diriségmodellben szeréptérfogatelemek szamél,,, U, a teljes modellr{ szamu

térfogatelemet tartalmazo modell) altal generaitéerpotencialjanak szerinti derivaltjanak
egzakt és kozelitértékei a szamitasi pontban.

Hasonléan megvizsgaltam a potencial és a potenziaszerinti masodrerd
derivaltjdnak négyszeres pontossaggal (egzakt )émék duplapontosan (kozeélitérték)
szamitott értékeit a 11.2.2 és 11.2.3 alkalmazasokid6do 17 <alth <1.510* modellezési
tartomanyban (1.9, 1.10 tablazat). A relativ hilbarferikus hiba) nagysaga mind a potencial,
mind a potencial masodreindlerivaltja esetében joval 1% alatt marad ezernrtangnyon.
gy a modellezés soran a teljes modellen végzeplagontos szamitas soran elkdvetett
numerikus hiba nagysaga is joval 1% alatt marad.

U, -u,

S0 -YU!
i=1 i=1

69



1.2.10 Az analitikus képletek értelmezési tartonm@ngumerikus tulajdonsagainak vizsgalata

I.5. tAblazat. A Holstein et al. (1999) Appendix A -ban kozoélerdi modell altal generalt &ér potencialjanak szerinti elérendi derivalt értékei a{=d, y = d, 0) koordinatajua pontokban,

7

ahol y = a/(dx/z) - d= 0’/(}/\/5) [km], a = 24 [km] és y=2'5”". A szamitasokat négyszeres (rl6) és duplapontgak&@) végeztem A nehézségber szintetikus modellezésében
hasznalt kiilonbdz méreti modellelemekhez rendelky,oqey linedris dimenzié és az = 24 segitségével értelmeztenTa amogefl (@ = 24) méretarany tényéiz A C altal felvett minimalis és
maximalis értékek kozoétt elhelyezke@ = 100 = dmogen= 2400 [km],C = 10 = Gnogen= 240 [kM],C =1 = Gnogen= 24 [kM],C=0.1 = Gmogen= 2.4 [km],C = 0.01 = dnogen= 240 [mM] és
C =0.001= amoden = 24 [m] méretarany tényéknek megfeléd amq.qen [kKM] méreti modell esetében a derivaltakat@d, CA, 0) koordinataju pontokban szamitottam. Egzalélkéttnek
(U, a négyszeres pontossaggal szamitott derivakedaé tekintettem, melyek@=1 (r16) oszlopban talalhatok. Duplapontos modkéiinb6s C ténydvel szamitott értékek segitségével

az egzakt értéknek kozelitését kapju]-(Zo, e ketének az aranya adja a relativ hib@t= abs(Jz/UZ —1)&0({%] . A tablazat alapjan a potenciészerinti derivalt esetében= 4.0 érték korll
a numerikus hiba eléri a 100 % -ot

umGal] Uz[mGal] Absz.
Absz. hiba| hiba
\ X[km] y[km] z[km] )\ C=1 (r16) r16-ban C=100 (r8) C=10 (r8) C=1 (r8) C=0.1 (r8) C8.01 (r8) C=0.001 (r8) r8-ban Relativ hiba

8,2 1376,2 1376,2| 0 | 1,2331878E-02 2,33006368E-04 2,33006000E-02 2,33006363E-08 2,33006370E-04 2,33006370E-0% 2,33006374E-06 2,33006372E-07 8 tizedes
8,0 1536,0 1536,0f 0 | 1,1048543E-02 1,67522767E-04 1,67523000E-02 1,67522759E-08 1,67522768E-04 1,67522762E-0% 1,67522761E-06 1,67522766E-07
6,0 6896,4 6896,4) 0 |2,4607832E-08 1,84750445E-0 1,84745000E-04 1,84753809E-0% 1,84752590E-06 1,84748300E-07 1,84755109E-08 1,84753438E-09 5 tizedes
5,8 8483,7 8483,7| 0 |2,0003702E-08 9,92327047E-0f 9,92415000E-0% 9,92283057E-06 9,92328168E-07 9,92268196E-08 9,92364454E-09 9,92384090E-10 4 tizedes
5,6 10591,9 10591,9, 0 |1,6022175E-08 5,09861358E-0f 5,09847000E-0% 5,09764402E-06 5,09918274E-07 5,09839512E-08 5,09900197E-09 5,09893661E-1 <1%
5,4 13443,2 13443,2 0 |1,2623874E-08 2,49364670E-0f 2,49447000E-0% 2,49341790E-06 2,49401570E-07 2,49386457E-08 2,49384359E-09 2,49448422E-1 3 tizedes
5,2 17377,9 17377,90 0 |9,7656251E-04 1,15433374E-0f 1,15468000E-0% 1,15393792E-06 1,15401426E-07 1,15261315E-08 1,15418940E-09 1,15314174E-1
5,0 22930,2 22930,2] 0 |7,4009597E-04 5,02428319E-08 5,03326000E-06 5,02730824E-07 5,02407255E-08 5,01738942E-09 5,03263253E-10 5,03531122E-11
4,8 30963,8 30963,8) 0 |[5,4807717E-0% 2,04041190E-08 2,05838000E-06 2,03326864E-0 2,05232272E-08 2,02748932E-09 2,03652634E-10 2,05304132E-11 2 tizedes
4,6 429184 42918,4 0 | 3,9541417E-04 7,66188548E—0§)10 tized 7,38989000E-07 7,69803656E-08 7,64373198E-09 7,63939881E-1( 7,32584387E-11 8,02113167E-12 1 tizedes 1%korul (1-5%)
4,4 61280,7 61280,7] 0 |2,7693177E-0%4 2,63200483E-09 ~ 2,94927000E-07 2,47035025E-08 2,60839916E-09 2,58946433E-10 2,60552701E-11 2,32712868E-12 10% koril (<12%)
4,2 90517,9 90517,9 0 |[1,8748303E-04 8,16669228E-1 6,69653000E-08 1,02221130E-08 1,29619587E-09 6,63789659E-11 1,32825127E-11-5,97686590E-14
4,0 139022,9 139022,9 O | 1,2207031E-04 2,25415936E-1 1,50449000E-08 3,57587002E-10 6,29311794E-11 8,58868671E-11 1,05773859E-12 4,46727345E-14 [11.00%
3,8 223385,0 223385,0 0 | 7,5970007E-0%5 5,43346414E-11 -1,33302000E-01 8,80269005E-04 -1,19296880E-1( -1,06800425E-1( -2,81322589E-1] 1,00935756E-12
3,6 378361,8 378361,8 0 |4,4852737E-05 1,11818683E-11 -4,08218000E-01 -4,69877884E-0§ -6,20270379E-1( 1,85704392E-1] -2,48865423E-1] 1,76623968E-12
34 681843,0 681843,0 O |2,4889251E-05 1,91065037E-12 3,08193000E-0§ 3,87762423E-0{ 1,50063305E-0{ 2,55022131E-1( 2,19542462E-1] 1,10034058E-12
3,2 1322615,7 1322615,7 0 | 1,2831061E-05 2,61777526E-1 1,56670000E-0] 5,52229677E-0{ 2,23885569E-0y 1,53604237E-1( 2,70058110E-1] 7,97777070E-12
3,0 2802525,q 2802525, 0 | 6,0554545E-06 2,75159344E-14 -5,38590000E-0] 1,24449329E-0] -1,82679660E-0§ -1,32687343E-0{ -8,51183009E-1] -1,00197465E-12 >>100%
2,8 6610789,2 6610789,4 0 | 2,5671009E-06 2,09639223E-1 -1,76883000E-01 -1,64372968E-0] -6,17825645E-0§ 3,00344182E-0§ 2,82256560E-1] -2,90845536E-11zavart
2,6 177949249 17794924,8 0 |9,5367432E-0} 1,07484006E-1 7,07336000E-0¢ -1,15579453E-0( -1,37862664E-0{ -1,14370368E-0{ -6,35401926E-1( -1,29118267E-10 r8-ban
2,4 56495364, 1 56495364,1 0 | 3,0038859E-0Y 3,35887465E-189 tizedes | 2,45649000E-09 4,63092491E-0{ 1,43836760E-0] -2,32415904E-0{ 1,37807513E-0§ 1,23640626E-11
2,2 221284343, 221284343,2 0 | 7,6691204E-08 5,58944889E-2(4 tizedes | 1,15019000E-04 -1,07851996E-01 -8,74076349E-0] -5,89919397E-04 -7,83865570E-0§ 8,22200422E-1!
2,0 1138875187 4 1138875187,5 0 | 1,4901161E-08 4,16575530E-2%2 tizedes | -1,08854000E-04 -9,03104347E-0{ -8,18672962E-0] -6,99829114E-0§ 1,84917681E-0§ 2,46398612E-09
1,8 84356458924 8435645892,4 0 | 2,0117680E-09-4,44614761E-2. 6,16550000E-04 -1,00627185E-0] 6,39252929E-0( -2,89848746E-0( -1,28740652E-0] 2,42652800E-08
1,6| 103079215104 103079215104 0O | 1,6463613E-10-1,37441100E-2] Zavart 3,63016000E-01 6,50548212E-04 -4,86472198E-04 3,34667484E-04-1,12734072E-0¢ 4,06848920E-07 >>100%
1,4| 2575196471075 2575196471075 0 | 6,5900070E-12-3,80719835E-2] rl6-ban | 8,91947000E-0] -8,23030011E-0] 8,44832952E-0{ 1,68807674E-0{-1,52403090E-0{ 1,75588850E-0%
1,2 1880742719550 | 188074271955079 0 | 9,0233303E-14-1,81854380E-1. -1,04912000E+0} 5,37853531E+0( 4,57271546E-0] 3,82479820E-0] 3,40485315E-0] 6,32037693E-04
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I.6. tAblazat. A Holstein et al. (1999) Appendix A -ban kozoélerli modell altal generalt geoidundulacio értékidik=(U/9.780312 [cm]-ben) ax(= d, y = d, 0) koordinataju pontokban, ahol
y= a/(dx/i) - d= a'/(yx/z) [km], @ = 24 [km] ésy = 259" | A szamitasokat négyszeres (r16) és duplapontgak4g8) végeztem. A nehézségbtér szintetikus modellezésében hasznalt
kiilonb6d méreti modellelemekhez rendettyoqey linearis dimenzid és az= 24 segitségével értelmezter & dyoqef (@ = 24) méretarany tényéiz A C altal felvett minimalis és maximalis
értékek kozott elhelyezkédC = 100 = dmoden = 2400 [km],C = 10 = Oimoden = 240 [km],C = 1 = Gmoden = 24 [km],C = 0.1 = Qmogen = 2.4 [km],C = 0.01 = Qmogen = 240 [M] és

C = 0.001 = Qmoden = 24 [m] méretarany ténydknek megfeleéd amogen [kKM] dimenzidju modell esetében a geoidunduladidiad, CA, 0) koordinataju pontokban szamitottam. Egzakt
értékeknek { ) a négyszeres pontossaggal szamitott értékekietettkm, melyek & = 1 (r16) oszlopban talalhatok. Duplapontos modi@minbdd C tényedvel szamitott értékek

segitségével az egzakt értéknek kozelitését kapjuk e ketbnek az aranya adja a relativ hibdt= abs(lj U —1)&0({%] = abs(l\]/ N —1)[2[0({%]. A tablazat alapjan a potencial esetében

v = 3.0 érték koril a numerikus hiba eléri a 1000% -

N[cm)] N [cm] Absz.

z Absz. hiba hiba
\ x[km] y[km] [km] y C=1 (r16) rl6-ban |C=100 (r8) C=10 (r8) C=1 (r8) C=0.1 (r8) C6.01 (r8) C=0.001 (r8) r8-ban Relativ hiba(%)
8,2 1376,7 1376,4 0 | 1,2331878E-02 5,14558934E+0 5,14559000E+045,14558934E+025,14558934E+00 5,14558934E-0R 5,14558934E-04 5,14558934E-0b 9 tizedes
8,0 1536,( 1536, 0 | 1,1048543E-02 4,60954659E+0 4,60955000E+044,60954659E+024,60954659E+00 4,60954659E-0R 4,60954659E-04 4,60954659E-0p
6,0 6896,4 6896,4 0 | 2,4607832E-08 1,02581759E+0 1,02582000E+041,02581758E+0R1,02581758E+00 1,02581759E-0p 1,02581761E-04 1,02581759E-0p 8 tizedes
5,8 8483,7 8483,7 0 | 2,0003702E-08 8,33849822E-01 8,33850000E+038,33849802E+0[1 8,33849807E-0ll 8,33849831E-03 8,33849825E-05 8,33849838E-0]/
5,6 10591 9 10591,9 0 | 1,6022175E-08 6,67855041E-01 6,67855000E+036,67855055E+0[1 6,67855052E-0}1 6,67855039E-08 6,67855035E-05 6,67855067E-0f7 7 tizedes
5,4 13443, 13443,2 0 | 1,2623874E-08 5,26185761E-01 5,26186000E+035,26185797E+0[1 5,26185794E-0ll 5,26185766E-083 5,26185749E-05 5,26185734E-0)/
5,2 17377 9 17377,9 0 | 9,7656251E-04 4,07037553E-01 4,07038000E+034,07037523E+0[1 4,07037494E-01 4,07037525E-083 4,07037520E-05 4,07037668E-0]/ <1%
5,0 22930,2 22930,2 0 | 7,4009597E-04 3,08469714E-01 3,08470000E+033,08469823E+01 3,08469754E-01l 3,08469880E-083 3,08469660E-05 3,08469580E-0j/
4.8 30963,8 30963, 0 | 5,4807717E-04 2,28432617E-01 2,28432000E+032,28432700E+0]1 2,28432265E-0[1 2,28432812E-08 2,28432718E-05 2,28432725E-0)7 6 tizedes
4.6 42918,4 429184 0 | 3,9541417E-04 1,64801892E-01 1,64802000E+031,64802058E+0[1 1,64801931E-01 1,64802070E-03 1,64801893E-0b 1,64801560E-0f
4.4 61280, 61280,1 0 | 2,7693177E-04 1,15419120E-01 1,15419000E+031,15419146E+0/1 1,15419110E-0[1 1,15418939E-038 1,15418942E-0p 1,15419152E-0f
4,2 90517,9 90517,9 0 | 1,8748303E-04 7,81381576E-0210 tizedeg 7,81377000E+0R27,81380766E+00 7,81373406E-0p 7,81382305E-04 7,81402917E-06 7,81357655E-0B 4 tizedes
4.0 139022 9 139022,9 0 | 1,2207031E-04 5,08754786E-02 5,08735000E+025,08724201E+00 5,08702963E-0P 5,08803938E-04 5,08751293E-06 5,08750325E-0B
3,8 223385,( 223385,0 0 | 7,5970007E-05 3,16620239E-02 3,16524000E+023,16664190E+00 3,16504816E-0R 3,16850609E-04 3,16634894E-06 3,16602043E-0B 3 tizedes
3,6 378361,8 378361,8 0 | 4,4852737E-05 1,86932213E-02 1,86616000E+021,86882176E+00 1,86317320E-0R 1,87293597E-04 1,87258181E-06 1,86343224E-0B <1%
3,4 681843,( 681843,0 0 | 2,4889251E-05 1,03730432E-02 1,03595000E+021,04291053E+00 1,03297340E-0R 1,05041635E-04 1,02034628E-06 1,03614041E-0B 2 tizedes| 1% kordl
3,2 1322615,7 1322615,7 0 | 1,2831061E-05 5,34756924E-0 5,63698000E+0/1 5,63228886E-0[1 5,07697948E-08 5,89381856E-05 5,44377843E-0[7 5,91603158E-0P 1 tizedes| 10 % korul (5-18%
3,0 2802525, 2802525,0 0 | 6,0554545E-06 2,52371496E-0. 4,15821000E+0/1-8,58851495E-0p 4,03235811E-08 2,10753310E-0b 3,26574148E-07 2,18922906E-0P 100%koril(13-135%
2,8 6610789,2 6610789,2 0 | 2,5671009E-06 1,06988316E-0 -1,49162000E+0| 1,02835453E+0| -2,12797701E-0| -3,23949907E-0| 1,00936572E-0| -1,08014912E-0B
2,6 17794924,8 17794924,8 0 | 9,5367432E-0Y 3,97460003E-04 3,57322000E+0|-4,75641776E+0| -6,47168074E-0| -1,13655931E-0| -8,84403601E-0| 6,62960615E-0B
2.4 56495364,1 56495364,7 0 | 3,0038859E-0} 1,25192048E-04 1,37306000E+0]-8,72837762E+0| 4,77626796E-0] 1,25808811E-0| -4,07738515E-0| -8,92382823E-0B
2,2 221284343,2 221284343,2 0 | 7,6691204E-08 3,19623619E-0 9,52308000E+0 5,37646565E+0 9,50349066E+0 5,66717720E-0| -6,80472057E-0] 5,47392589E-0p Zavart [>>100%
2,00 1138875187,p 1138875187,6 0 | 1,4901161E-08 6,21031198E-0 2,31969000E+0|-2,34671764E+0| 1,82665429E+0] -4,72501206E-0] 2,04136270E-0] 5,16204300E-0¢4 r8-ban
1,8] 84356458924 84356458924 0 | 2,0117680E-09 8,38438486E-017 tizedes |-1,55795000E+0|-5,32600610E+0|-1,44497407E+0/-1,03528518E+0| -1,42960126E-0] 7,69074072E-0B
1,60 103079215104 10307921510¢ O | 1,6463613E-10 6,86140811E-084 tizese |-4,99720000E+0|-1,16832594E+0| 1,59875395E+0 3,23022575E+0|-7,49687169E+0|-1,75339634E+00
1,4 2575196471076 2575196471075 0 | 6,5900070E-12 1,42902520E-0yZavart 6,19766000E+17-1,50744939E+1|6,56589740E+041,52275171E+011,13187864E+051,96890909E+03 >>100%
1,2/18807427195507988074271955079 0 | 9,0233303E-14-2,53516928E-0{r16-ban |-1,00631000E+1| 2,65565078E+1]-2,55736982E+1] 1,52088666E+1| 3,68609215E+0-1,00856532E+Q]7
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I.7. tablazat. A Holstein et al. (1999) Appendix A -ban kézdleeli modell altal generalt &ér potencialjanak szerinti masodreridderivalt értékei ax = d, y = d, 0) koordinataju

pontokban, aholy:a'/(d\/i) =d :a'/(y\/i)[km], a =24 [km] ésy = 2% A szamitasokat négyszeres (r16) és duplapontgakd3) végeztem. A nehézségibEr szintetikus
modellezésében hasznalt kilonbdméreti modellelemekhez rendeft, e linearis dimenzié és az = 24 segitségével értelmeztenCa dyogef (0 = 24) méretarany tényéz A C altal
felvett minimalis és maximalis értékek kozott ellealked C = 100 = Gmogen= 2400 [km],C =10 = Qmogen= 240 [km],C = 1= Omoden= 24 [km],C=0.1 = Gmogen= 2.4 [km],C=0.01 =

Qmodell = 240 [M] és  C = 0.001 = Gnogen = 24 [M] méretarany ténydknek megfeled amogen [kM] dimenziéja modell esetében a derivaltakalCad( CA, 0) koordinataju pontokban

szamitottam. Egzakt értékeknek a négyszeres paggak szamitott derivalt ertekekéjlz{) tekintettem, melyek & = 1 (r16) oszlopban talalhaték. Duplapontos médik@minbds C

tényedvel szamitott értékek segitségével az egzakt étékazelitését kapjukuzz) e ketének az aranya adja a relativ hib@t= abe{U ZZ/U —1)[[0({%] A tablazat alapjan a masodrénd

derivaltak esetébem = 2.2 érték korul a numerikus hiba eléri a 1000t -

U ls? Uz [s”] Absz.

z Absz. hiba hiba Relativ
\Y x[km] y[km] [km] Yy C=1 (r16) r16-ban C=100 (r8) C=10 (r8) C=1 (r8) C=0.1 (r8) C=0.01 (B C=0.001 (r8) r16-ban hiba(%)
8,2 1376,2 13762 0 |1,2331878E-021,06063652E-04 1,06063650E-04 1,06063652E-04 1,06063652E-04 1,06063652E-04 1,06063652E-04 1,06063652E-04
8,0 1536,0 1536,0 0 |1,1048543E-028,46226499E-0 8,46226500E-0% 8,46226499E-0% 8,46226499E-0% 8,46226499E-05 8,46226499E-05 8,46226499E-0% 10 tizedeg
6,0 6896,4 68964 0 |2,4607832E-034,01992920E-0 4,01992920E-06 4,01992921E-06 4,01992921E-06 4,01992920E-06 4,01992920E-06 4,01992920E-0
5,8 8483,7 8483/7 0 |2,0003702E-03,64985904E-0 2,64985900E-0¢ 2,64985904E-06 2,64985904E-06 2,64985904E-06 2,64985904E-06 2,64985904E-0
5,6 10591,9 10591|9 0 |1,6022175E-031,69634693E-0 1,69634690E-06 1,69634693E-06 1,69634694E-06 1,69634694E-06 1,69634693E-06 1,69634693E-0
5,4 13443,2 13443|2 0 |1,2623874E-031,05113652E-0 1,05113650E-06 1,05113652E-06 1,05113653E-06 1,05113652E-06 1,05113652E-06 1,05113653E-0 9 tizedes
5,2 17377,9 17377|9 0 |9,7656251E-046,28058476E-0f 6,28058480E-07 6,28058477E-07 6,28058476E-07 6,28058477E-07 6,28058473E-07 6,28058475E-0f
5,0 22930,2 22930{2 0 |7,4009597E-043,60260514E-0f 3,60260510E-07 3,60260514E-07 3,60260513E-07 3,60260515E-07 3,60260519E-07 3,60260515E-0f
4,8 30963,8 30963|8 0 |5,4807717E-041,97364230E-0f 1,97364230E-07 1,97364226E-07 1,97364235E-07 1,97364227E-07 1,97364230E-07 1,97364228E-0f
4,6 42918,4 42918|4 0 |3,9541417E-041,02642317E-0f 1,02642320E-07 1,02642313E-07 1,02642319E-07 1,02642316E-07 1,02642317E-07 1,02642316E-0f 8 tizedes|<1%
4,4 61280,7 61280|7 0 |2,7693177E-045,03135912E-08 5,03135950E-08 5,03135899E-08 5,03135898E-08 5,03135883E-08 5,03135896E-08 5,03135897E-08
4,2 90517,9 90517|9 0 [1,8748303E-042,30489053E-0§ 2,30489050E-08 2,30489070E-08 2,30489063E-08 2,30489028E-08 2,30489057E-08 2,30489062E-08
4,0 139022,9 139022,9 0 [1,2207031E-049,76765479E-09 10 tizede 9,76765640E-09 9,76765601E-09 9,76765522E-09 9,76765464E-09 9,76765316E-09 9,76765310E-09 7 tizedes
3,8 223385,0 2233850 0 |7,5970007E-053,78219883E-09 1 3,78219960E-09 3,78219861E-09 3,78220015E-09 3,78219371E-09 3,78219992E-09 3,78219915E-09
3,6 378361,8 3783618 0 |4,4852737E-051,31814605E-09 1,31814820E-09 1,31814531E-09 1,31815254E-09 1,31814464E-09 1,31814170E-09 1,31815280E-09¢ 6 tizedes
3,4 681843,0 6818430 0 |2,4889251E-04,05846258E-1 4,05848630E-10 4,05843711E-10 4,05846931E-10 4,05842690E-10 4,05851388E-1( 4,05847881E-1
3,2 1322615,7 1322615,7 0 |1,2831061E-051,07853484E-1 1,07852960E-10 1,07853277E-10 1,07853298E-10 1,07850270E-10 1,07855477E-10 1,07852198E-1) 5 tizedes
3,0 2802525,0 2802525,0 0 |6,0554545E-062,40207361E-11 2,40200070E-11 2,40239163E-11 2,40229768E-11 2,40190774E-11 2,40232173E-11 2,40229378E-1} 4 tizedes
2,8 6610789,2 6610789,2 0 |2,5671009E-064,31688379E-1% 4,32226480E-12 4,31453850E-12 4,31727424E-12 4,31751880E-12 4,31227607E-12 4,31856792E-1p 2 tizedes
2,6 17794924,8 17794924,8 0 |9,5367432E-075,95772969E-1 5,90097000E-18 5,99953633E-18 5,96169632E-18 5,97395273E-13 5,99060911E-13 5,89410352E-1
2,4 564953647 56495364,7 0 [3,0038859E-0/7/5,91079521E-14 5,62453580E-14 6,07294517E-14 6,06282676E-14 5,77353224E-14 6,22907555E-14 5,63651410E-14 1 tizedes| 2-6%koriil
2,2 221284343,2 221284343,2 0 |7,6691204E-083,85273943E-1 3,51123710E-1% 1,39560379E-1% 4,98346502E-1% 2,08373072E-15 1,13349152E-1% 8,07115183E-1 <100% (30-80%
2,0 1138875187 1138875187 0 [1,4901161E-081,45451633E-1 1,87008350E-1Y 9,05478266E-1( -3,76978168E-11 -4,63434899E-11 4,58263764E-1( -7,54078662E-1
1,8 8435645892 84356458092 0 |2,0117680E-092,65114909E-1 -4,29414300E-14 -1,53279017E-1] 3,50340901E-11 -1,59990747E-1] 9,21022126E-1] -5,10342493E-1§Zavart
1,6 103079215104 103079215104 0 |1,6463613E-101,77553248E-2 -5,77351840E-1( 1,36447188E-1] 3,11364923E-1{ -7,12725896E-1] 1,63278660E-1{ 3,60180307E-1§8-ban >>100%
1,4 | 2575196471075 2575196471075 0 |6,5900070E-1/2,84478920E-2 -5,53380030E-1] 5,45224198E-1( 8,37845035E-1( -3,08523505E-11 -2,23192417E-1} -2,16707841E-1
1,2 8807427195507 [188074271955079 0 |9,0233303E-145,33349881E-27 6 tizeded -1,03378590E-14 -2,86043712E-14 -1,46461571E-14 -6,01631504E-1] -1,70132999E-1} -4,01313339E-1
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1.2.10 Az analitikus képletek értelmezési tartonm@ngumerikus tulajdonsagainak vizsgalata

1.8. tablazat. A Holstein et al. (1999) Appendix A -ban kozoélt miemodell altal generalt étér potencialjanak szerinti el§rendi derivalt értékei aM(x = d, y = d, 0) koordinataju
pontokban, ahola = 24 [km], h=dist(M,modell), d :10+24/(\/§[ﬂa'/h)). A szamitdsokat négyszeres (rl6) és duplapontgabdg8) végeztem. A nehézségiGEr szintetikus
modellezésében hasznalt kilonbdméreti modellelemekhez rendedt,qq4e linearis dimenzié és az = 24 segitségével értelmeztenCa dyogef (0 = 24) méretarany tényéz A C altal
felvett minimalis és maximalis értékek kdzott ejfedked C = 25 = Qmogen= 600 [km],C =5 = amogen= 120 [kM],C =1 = Ginogen = 24 [km],C = 0.5 = dnogen= 12 [km],C=0.2 =
Qmodel = 4.8 [km],C = 0.05 = amogen= 1.2 [km],C = 0.02 = Gnoden = 480 [M],C = 0.002 = Gogen= 48 [M],C = 0.001 = Qmoden = 24 [M] €SC = 0.0005= Gnogen = 12 [M] méretarany
tényedknek megfelél diogen [km] dimenzidja modell esetében a derivaltakaCal( Cd, 0) koordinataju pontokban szamitottam. A duplapsmaddban szamitott értékeket a megéelel

feliratt C oszlopok tartalmazzak. Egzakt értékeknék][ a négyszeres pontossaggal szamitott értékekisitettkm, melyek & = 50 (r16) oszlopban talalhatok. Duplapontos mégdban

kllonbda C tényedvel szamitott értékek segitségével az egzakt étekizelitését kapjukly), e ketbnek az ardnya adja a relativ hibf@t= abs(Gz/U 2 —1)E10([%] . A kdzelity és egzakt
értékek mantisszajanak egyeégét az abszolut hiba oszlop tartalmazza

U, [mGal] U, [mGal]
x=d|y=d| z C25_r16 C25_r8 C5_r8 C1.r8 C0.5_r8 C0.2_r8 C0.05_r8 C0.02_r8 C0.002_r8 C0.001_r8 C0.0005_r8 | Absz.
a/h [km] | [km] [km] (=600 km) (a=600 km) (a=120 km) (a=24 km) (a=12 km) (a=4.8 km) (a=1.2 km) (=480 m) (a=48 m) (a=25 m) (a=12 m) hiba Rel. hiba
0 0,00 0,00 0] 3,71469421E+0B83,71469421E+0B 7,42938842E+0R 1,48587768E+02 7,42938842E+0[1 2,97175537E+0[1 7,42938842E+002,97175537E+00 2,97175537E-0O[L 1,48587768E-0OL 7,42938842E-0p
3400] 10,009 10,004 0] 3,17114765E+083,17114765E+0B 6,34229529E+0R 1,26845906E+0R 6,34229529E+0]1 2,53691812E+0]1 6,34229529E+0D 2,53691812E+00 2,53691812E-0lL 1,26845906E-OL 6,34229529E-0p
340 10,04 10,05 0] 3,16591294E+0B3,16591294E+08B 6,33182588E+0R 1,26636518E+0R 6,33182588E+0fl 2,53273035E+0[1 6,33182588E+00 2,53273035E+00 2,53273035E—0|1 1,26636518E-0[L 6,33182588E-0p
34 10,5 10,5 0] 3,11275964E+033,11275964E+0B 6,22551928E+0R 1,24510386E+0R 6,22551928E+0{1 2,49020771E+0[1 6,22551928E+00 2,49020771E+00 2,49020771E—0|1 1,24510386E-0[L 6,22551928E-0p
17 1100 11,0 0] 3,05210782E+033,05210782E+0B3 6,10421565E+0R 1,22084313E+0R 6,10421565E+0}1 2,44168626E+0[L 6,10421565E+00 2,44168626E+00 2,44168626E-0L 1,22084313E-0lL 6,10421565E-0p
3,4 150 150 O] 2,52773361E+0B32,52773361E+0B 5,05546723E+0R 1,01109345E+0R 5,05546723E+0[1 2,02218689E+0[L 5,05546723E+00 2,02218689E+00D 2,02218689E—0|1 1,01109345E-0fL 5,05546723E-0p 10
2| 18,5 18,5 0] 2,04938586E+0B2,04938586E+03 4,09877171E+0R 8,19754343E+0[L 4,09877171E+0[L 1,63950869E+0[L 4,09877171E+0D 1,63950869E+0D0 1,63950869E-OfL 8,19754343E-0p 4,09877171E-Optizedes
0,8 31,0 31,00 Of 6,74356368E+0R6,74356368E+0R 1,34871274E+0R 2,69742547E+01L 1,34871274E+01 5,39485095E+00 1,34871274E+00 5,39485095E-0L 5,39485095E-0R 2,69742547E-0R 1,34871274E-0p
0,5 42,0 42,00 0] 2,46674876E+022,46674876E+0pR 4,93349751E+01 9,86699502E+00 4,93349751E+00 1,97339900E+00 4,93349751E-0[l 1,97339900E-0 1,97339900E-0pP 9,86699502E-0B8 4,93349751E-083
0,3 70,0 70,0 O 4,79808817E+0[L4,79808817E+0[ 9,59617634E+00 1,91923527E+00 9,59617634E-0{l 3,83847054E-0[L 9,59617634E-0p 3,83847054E-0p 3,83847054E-0B 1,91923527E-0B 9,59617634E-0¢ <1%
0,08] 220 2000 0] 1,66045721E+001,66045721E+0D 3,32091442E-0[L 6,64182883E-0p 3,32091442E-0p 1,32836577E-0p 3,32091442E-0B 1,32836577E-08 1,32836577E-04 6,64182883E-0b 3,32091442E-0p
0,05] 320 3200 0] 4,67802440E-0L 4,67802440E-0)L 9,35604880E-0p 1,87120976E-0p 9,35604879E-0B 3,74241952E-0B 9,35604879E-04 3,74241952E-04 3,74241952E-0p 1,87120976E-0b 9,35604879E-0p
0,03 585 585 0| 7,61162488E-0R 7,61162488E-0p 1,52232498E-0p 3,04464995E-0B 1,52232497E-0B 6,08929991E-04 1,52232498E-04 6,08929991E-0p 6,08929990E-06 3,04464995E-06 1,52232498E-06 9t.
0,02 1000 1000 O] 1,51967985E-0R 1,51967985E-0p 3,03935969E-08 6,07871941E-04 3,03935970E-04 1,21574388E-04 3,03935971E-0p 1,21574389E-0b 1,21574388E-0p6 6,07871941E-0F7 3,03935970E-Of 8t.
0,008 2100 2100 0| 1,63776695E-0B 1,63776713E-0B 3,27553416E-04 6,55106972E-05 3,27553486E-05 1,31021347E-05 3,27553368E-06 1,31021373E-06 1,31021364E-0f7 6,55106818E-0B 3,27553409E-0B 6t
0,005 3200 3200 0| 4,62597724E-O4 4,62597805E-0¢ 9,25195314E-05 1,85038938E-05 9,25194689E-0p 3,70078002E-0p 9,25195004E-0F7 3,70077956E-0f7 3,70077916E-0B 1,85038958E-0B 9,25194790E-0P )
0,003 5680 5680 0| 8,26793284E-0p 8,26795247E-0b 1,65356681E-06 3,30718286E-06 1,65359143E-0p6 6,61434383E-07 1,65358596E-0F7 6,61443115E-08 6,61434216E-0PQ 3,30717108E-0P 1,65358554E-09 4t
0,0016 10604 10604 0| 1,27174115E-0p 1,27175216E-0p 2,54303075E-06 5,08605673E-0F7 2,54302836E-0f7 1,01735171E-0F 2,54337927E-0B 1,01747026E-08 1,01734004E-0P 5,08670021E-1p 2,54335010E-1p )
0,0010 1700q 17000 O] 3,08258594E-0p 3,08207098E-0p 6,16609868E-07 1,23213731E-07 6,16068656E-0B 2,46608532E-08 6,16521331E-09 2,46692015E-090 2,46584880E-1D 1,23292440E-1D 6,16462199E-1{L 3t.
0,0005 34000 34000 0] 3,85283399E-0)7 3,75093210E-0f 7,72676867E-08 1,52379455E-08 7,61897276E-0P 3,09164423E-0P 7,72911057E-1D 3,06474679E-10 3,05693338E-1]l 1,52846669E-1l 7,64233346E-1p 2t. 1%Kkorol (<3%)
0,0003 56600 5600q 0| 8,48507151E-0B 8,65397292E-0B 1,54405301E-0B 3,51652209E-0P 1,75826105E-09 6,26844892E-10 1,56711223E-1D 7,89945995E-1[l 5,69989593E-1p 2,84994797E-1p 1,42497398E-1p 1t 10% koral
0,0002 75000 75000 0] 3,589291652E-084,413632787E-087,528588294E-09 1,298760922E-09 6,493804609E-102,263992049E-1{05,659980123E-1{12,401095696E-1]1 2,689165154E-12 6,72291289E-13 1,16678851E-1p ’ (<35%)
0,00017100000 100000 01,514214713E-081,106517761E-087,644171941E-09 5,297137833E-1)0 2,648568916E-102,450820024E-106,127050061E-1{11,498032785E-1{1 1,600368804E-12 4,00092201E-13 2,53124786E-13 [11.00%(<150%)
0,000151100009 110009  0]1,137648299E-0 1,193375954E-0 2,068936300E-0-2,753002340E-1( -1,376501170E-1] 1,783007028E-1] 4,457517569E-1] 5,129042102E-1] -1,714481252E-1] -4,28620313E-1| 2,66994109E-1| zavart |>>100%
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1.9. tdblazat. Holstein et al. (1999) Appendix A -ban kdzolt elestemi modell altal generalt geoidundulacié értéiék U/9.780312 [cm]-ben) alel(x = d, y = d, 0) koordinataju pontokban,
ahol a = 24 [km], h =dist(M,modell), d =10+ 24/(& [Qa/h)). A szamitdsokat négyszeres (r16) és duplapontgakéu) végeztem. A nehézségibEr szintetikus modellezésében
hasznalt kiilonbdz méreti modellelemekhez rendelky,oqey linedris dimenzié és az = 24 segitségével értelmeztenTa amogel (@ = 24) méretarany tényéiz A C altal felvett minimalis és
maximalis értékek kdzott elhelyezke@ = 25 = amogen = 600 [kM],C =5 = Qmogen = 120 [kM],C =1 = Qmoden= 24 [km],C = 0.5 = Gnogen= 12 [kM],C = 0.2 = Gmogen = 4.8 [km],
C=0.05= Qmogen= 1.2 [km],C = 0.02 = Gmogen= 480 [M],C = 0.002 = Qmogen = 48 [M],C = 0.001= Gmogen= 24 [M],C = 0.0005= noden= 12 [M] méretarany tényéknek megfelei
Oimodel [KM] dimenziéju modell esetében a geoidunduladiéké&Cd, Cd, 0) koordinataju pontokban szamitottam. A duplapsmaddban szamitott értékeket a megéefelirati C oszlopok
tartalmazzak. Egzakt értékeknek a négyszeres maggal szamitott derivalt értékeket tekintji¥),(melyek aC = 50 (r16) oszlopban talalhaték. Duplapontos modhdidnbds C

tényedvel szamitott értékek segitségével az egzakt éiékazelitését kapjuk@ ), e ketbnek az ardnya adja a relativ hibat= abe{l]/u —1)[[0({%] = abs(ﬂ/ N —1)|10([%]. A kozelit és
egzakt értékek mantisszajanak ediggmét az abszolit hiba oszlop tartalmazza

N[cm] N [cm]
x=d |y=d C25_r16 C25_r8 C5_r8 C1.r8 C0.5_r8 C0.2_r8 C0.05_r8 C0.02_r8 C0.002_r8 C0.001_r8 C0.0005_r8
a’h [km] | [km] |Zkm]| (a=600 km) (a=600 km) (=120 km) (a=24 km) (a=12 km) (a=4.8 km) (a=1.2 km) (=480 m) (a=48 m) (a=24 m) (a=12 m) Absz. hiba |Rel. hiba
0 0,000 0,00 0| 2,67852140E+0p2,67852140E+051,07140856E+044,28563423E+021,07140856E+0R1,71425369E+0[13,85707081E-0[11,71425369E-0[L1,71425369E-0{14,28563423E-041,07140856 E-0¢
3400| 10,005 10,005 0[ 2,51184141E+052,51184141E+051,00473656 E+0}4 4,01894625E+0R1,00473656E+0R 1,60757850E+0/13,61705162E-0/1 1,60757850E-0[L 1,60757850E-0[L 4,01894625E-04 1,00473656 E-Of
340 10,05 10,09 0[ 2,51004777E+052,51004777E+051,00401911E+044,01607642E+0R1,00401911E+0R 1,60643057E+0}1 3,61446878E-0/L 1,60643057E-0[L 1,60643057E-0[14,01607642E-04 1,00401911E-0¢
34 10,5 10,5 0| 2,49172882E+052,49172882E+059,96691528E+033,98676611E+029,96691528E+0[11,59470645E+0[13,58808950E-0L 1,59470645E—0|11,59470645E—Ol3,98676611E—049,96691528E—05
17 1100 11,0 0[ 2,47059031E+052,47059031E+059,88236123E+0[33,95294449E+0P9,88236123E+0[1 1,58117780E+0/1 3,55765004E-0/1 1,58117780E-0[L 1,58117780E-0[L 3,95294449E-049,88236123E-0b
3,4 15,00 15,0 0| 2,27765096E+052,27765096E+059,11060383E+033,64424153E+029,11060383E+0[11,45769661E+0[13,27981738E-0L 1,45769661E—0|11,45769661E—Ol3,64424153E—049,11060383E—05
2 18,5 18,5 0] 2,08707595E+052,08707595E+05 8,34830378E+0833,33932151E+0P28,34830378E+01 1,33572861E+0[1 3,00538936E-0/1 1,33572861E-0/1 1,33572861E-01 3,33932151E-04 8,34830378E-0510 tizedes
0,8 31,00 31,0 0| 1,43983552E+051,43983552E+055,75934208E+0B2,30373683E+0R5,75934208E+0[19,21494733E+002,07336315E-0[19,21494733E-0R9,21494733E-0p 2,30373683E-01 5,75934208E-0p
0,5 42,00 42,0 0] 1,07371931E+051,07371931E+054,29487722E+031,71795089E+024,29487722E+0[16,87180355E+001,54615580E-0[16,87180355E-0P6,87180355E-0R 1,71795089E-04 4,29487722E-0p
0,3| 70,00 70,0 0| 6,42367526E+046,42367526E+042,56947010E+0B1,02778804E+0R2,56947010E+0[14,11115216E+009,25009237E-0P4,11115216E-0R4,11115216E-0p1,02778804E-0¢ 2,56947010E-0p
0,08 220 200 0| 2,11682573E+042,11682573E+04 8,46730292E+023,38692117E+0[18,46730292E+001,35476847E+003,04822905E-0P 1,35476847E-0P 1,35476847E-0pR 3,38692117E-058,46730292E-0p
0,05 320 320 0] 1,38809436E+041,38809436E+045,55237742E+022,22095097E+0[15,55237742E+0D 8,88380388E-0[L1,99885587E-0P8,88380388E-038,88380388E-082,22095097E-055,55237742E-0p6 <<1%
0,03 585 585 0[ 7,57697297E+037,57697297E+033,03078919E+0R1,21231568E+0{1 3,03078919E+0D 4,84926270E-0[1 1,09108411E-0p4,84926270E-034,84926270E-031,21231568E-053,03078919E-06
0,02] 1000 1000 0| 4,42762686E+0B4,42762686E+0B31,77105074E+0R7,08420297E+001,77105074E+0D 2,83368119E—0|16,37578268E—O32,83368119E—032,83368119E—O37,08420297E—061,77105074E—06
0,008] 2100 2100 0[ 2,10662782E+032,10662782E+0[38,42651128E+0{ 3,37060451E+0D 8,42651127E-0lL 1,34824180E-0}1 3,03354406E-031,34824180E-031,34824180E-083,37060451E-0F8,42651127E-07 9 tizedes
0,005| 3200 3200 0| 1,38210751E+0B1,38210751E+0B5,52843002E+0[12,21137201E+0D 5,52843002E-0fL 8,84548803E-0R1,99023481E-0B8,84548803E-048,84548803E-042,21137201E-065,52843001E-0f7
0,003| 5680 5680 0| 7,78478774E+0R7,78478768E+023,11391510E+0[11,24556604E+00 3,11391510E-0l 4,98226414E-0R1,12100943E-0B4,98226410E-044,98226410E-0¢1,24556605E-063,11391512E-07 8 tizedes
0,0016| 10600 1060Q 0| 4,17091254E+0R4,17091261E+0R1,66836499E+0[L 6,67345991E-0L 1,66836498E-0L 2,66938414E-0R6,00611395E-042,66938403E-042,66938403E-046,67346023E-0[7 1,66836506E-0f7 7 tizedes
0,0010( 17009 1700Q 0| 2,60053492E+0pR2,60053464E+0R1,04021379E+0[L 4,16085639E-0[L 1,04021410E-0OL 1,66434218E-0R3,74477032E-041,66434225E-041,66434225E-044,16085535E-0[7 1,04021384E-0f
0,0005/ 34000 340049 0| 1,30020456E+0p 1,30020298E+0R5,20080988E+00 2,08032720E-0}1 5,20081801E-0p 8,32130389E-031,87228938E-048,32131016E-058,32131016E-052,08033118E-0[75,20082794E-0B 6 tizedes
0,0003| 56600 5600Q 0| 7,85177167E+0[L7,85175686E+0[13,14071720E+00 1,25628155E-0L 3,14070388E-0pR 5,02512317E-031,13065910E-015,02514097E-055,02514097E-0p 1,25628145E-0[7 3,14070363E-0B
0,0002[ 75000 750009 0| 5,89410463E+0[15,89417262E+0}1 2,35766507E+00 9,43057359E-0p 2,35764340E-0p 3,77225379E-038,48759732E-053,77227193E-053,77227193E-059,43054943E-082,35763736E-08
0,00017| 10000Q 100004 0| 4,42055421E+0[14,42057898E+0[L1,76815679E+00 7,07304211E-0R 1,76826053E-0R 2,82904274E-036,36535682E-052,82908989E-0F 2,82908989E-057,07289796E-0B1,76822449E-0B 4 tizedes
0,00015| 11000q 110004 0| 4,01867963E+0[14,01885477E+0[L1,60744320E+00 6,42987612E-0R 1,60746903E-0p 2,57180124E-0B5,78700111E-052,57193246E-052,57193246E-0p6,43001446E-081,60750361E-0B
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1.10. tablazat. Holstein et al. (1999) Appendix A -ban k&zolt elemodell altal generdlt étér potencialjanak z szerinti masodrérakrivalt értékei aM(x = d, y = d, 0) koordinataju

pontokban, ahola = 24 [km], h=dist(M,modell), d =10+ 24/(\/5 [Qa'/h)). A szamitdsokat négyszeres (rl6) és duplapontgabdg8) végeztem. A nehézségiGEr szintetikus

modellezésében hasznalt kilonbdméreti modellelemekhez rendeft, e linearis dimenzié és az = 24 segitségével értelmeztenCa dyogef (0 = 24) méretarany tényéz A C altal

felvett minimalis és maximalis értékek kdzott efleaked C = 25 = diogen= 600 [kM],C =5 = Gnogen= 120 [kM],C =1 = Qmogen= 24 [km],C = 0.5 = Gnogen = 12 [km],C = 0.2 =

Omoden = 4.8 [km],C = 0.05 = Qmogen = 1.2 [km],C = 0.02 = Gmogen = 480 [M],C = 0.002 = Qmogen = 48 [M], C = 0.001 = diogen = 24 [M],C = 0.0005 = Gogen = 12 [M] méretarany
tényedknek megfeled amoqen [km] dimenzidju modell esetében a derivaltakaCdl( Cd, 0) koordinataju pontokban szamitottam. A duplapsmimddban szamitott értékeket a megéelel
felirati C oszlopok tartalmazzak. Egzakt értékeknek a néggszegontossaggal szamitott derivalt értékeket tettem {U,,), melyek aC = 50 (r16) oszlopban taldlhatok. Duplapontos

maodban, kilonbdz C tényedivel szamitott értékek segitségével az egzakt étekizelitését kapjuklIzz), e ketbnek az ardnya adja a relativ hibdt= abe{l]ZZ/U ZZ—l)IZlOC{%]. A
kozelitt és egzakt értékek mantisszajanak e§yégét az abszollt hiba oszlop tartalmazza

U,4s7 Uy, [s7]
C25 r16 C25 8 C5 18 C1.r8 C0.5 r8 C0.2_r8 C0.05_r8 C0.02_r8 C0.002_r8 C0.001_r8 C0.0005_r8
a/h X[km] | y[km] |z[km][ (a=600 km) (a=600 km) (=120 km) (a=24 km) (a=12 km) (a=4.8 km) (a=1.2 km) (=480 m) (a=48 m) (a=24 m) (a=12 m) Absz. hiba|Rel. hiba
0 0,000 0,00 0| 6,89197306E+006,89197306E+006,89197306E+006,89197306E+006,89197306E+006,89197306E+006,89197306E+006,89197306E+006,89197306E+006,89197306E+006,89197306E+00
3400 10,005 10,005 0| 3,57518936E+003,57518936E+003,57518936E+003,57518936E+003,57518936E+003,57518936E+003,57518936E+003,57518936E+003,57518936E+003,57518936E+003,57518936 E+00
340| 10,0§ 10,05 0| 3,55579419E+003,55579419E+003,55579419E+003,55579419E+003,55579419E+003,55579419E+003,55579419E+003,55579419E+003,55579419E+003,55579419E+003,55579419E+00
34| 10,50 10,5 0] 3,35843709E+003,35843709E+003,35843709E+003,35843709E+003,35843709E+003,35843709E+003,35843709E+003,35843709E+003,35843709E+003,35843709E+003,35843709E+00
17| 1100 11,0 0| 3,13224451E+003,13224451E+003,13224451E+003,13224451E+003,13224451E+003,13224451E+003,13224451E+003,13224451E+003,13224451E+003,13224451E+003,13224451E+00
3,4| 1500 15,0 0] 1,17672299E+001,17672299E+001,17672299E+001,17672299E+001,17672299E+001,17672299E+001,17672299E+001,17672299E+001,17672299E+001,17672299E+001,17672299E+00
2| 18550 185 0| -4,04481899E-01-4,04481899E-0[1-4,04481899E-0[1-4,04481899E-0[1-4,04481899E-0[1-4,04481899E-0{1-4,04481899E-0[L-4,04481899E-0{1-4,04481899E-0[1-4,04481899E-0[1-4,04481899E-0L
0,8| 31,00 31,0 0 -1,28302614E+001,28302614E+001,28302614E+001,28302614E+001,28302614E+001,28302614E+O[)1,28302614E+001,28302614E+001,28302614E+001,28302614E+001,28302614E+0010 tizedes
0,5| 42,00 42,0 0] -2,01113790E-01-2,01113790E-0}1-2,01113790E-0}1-2,01113790E-0{1-2,01113790E-011-2,01113790E-01-2,01113790E-0{1-2,01113790E-0{1-2,01113790E-0[1-2,01113790E-0[L-2,01113790E-0[L
0,3| 70,00 70,0 0| 3,49076964E-0R 3,49076964E-0p 3,49076964E-0R 3,49076964E-0p 3,49076964E-0R 3,49076964E-0p 3,49076964E-0p 3,49076964E-0R 3,49076964E-0p 3,49076964E-0R 3,49076964E-0R
0,08 220 200 0| 5,92322494E-0B 5,92322494E-08 5,92322494E-0B 5,92322494E-0B 5,92322494E-0B 5,92322494E-0B 5,92322494E-0B 5,92322494E-08 5,92322494E-0B 5,92322494E-0B 5,92322494E-03
0,05 320 320 0] 2,26961562E-0B 2,26961562E-08 2,26961562E-08 2,26961562E-0B 2,26961562E-0B 2,26961562E-0B 2,26961562E-0B 2,26961562E-08 2,26961562E-0B 2,26961562E-0B 2,26961562E-03 <<1%
0,03| 585 585 0| 6,29476013E-0¢4 6,29476013E-04 6,29476013E-04 6,29476013E-0¢ 6,29476013E-04 6,29476013E-0¢ 6,29476013E-04 6,29476013E-04 6,29476013E-04 6,29476013E-04 6,29476013E-0¢
0,02| 1000 1000 0] 2,05138332E-04 2,05138332E-0¢ 2,05138332E-0¢ 2,05138332E-0¢4 2,05138332E-0¢ 2,05138332E-04 2,05138332E-04 2,05138332E-04 2,05138332E-04 2,05138332E-04 2,05138332E-0¢4
0,008| 2100 2100 0| 4,46244021E-05 4,46244021E-0b 4,46244021E-0p 4,46244021E-05 4,46244021E-0b 4,46244021E-0p 4,46244021E-0b 4,46244021E-0b 4,46244021E-05 4,46244021E-0p 4,46244021E-06
0,005/ 3200 3200 0] 1,89507327E-05 1,89507327E-0b 1,89507327E-0p 1,89507327E-05 1,89507327E-0p 1,89507327E-0p 1,89507327E-0b 1,89507327E-0b 1,89507327E-05 1,89507327E-0p 1,89507327E-05
0,003| 5680 5680 0] 5,94270063E-06 5,94270063E-06 5,94270063E-0p 5,94270063E-06 5,94270063E-06 5,94270063E-06 5,94270063E-06 5,94270063E-06 5,94270063E-06 5,94270063E-06 5,94270063E-06 9 tizedes
0,0016| 10609 10609 0] 1,69375127E-0p 1,69375128E-06 1,69375128E-0p 1,69375127E-06 1,69375127E-0p 1,69375127E-0p 1,69375127E-0p 1,69375127E-06 1,69375127E-06 1,69375127E-0p 1,69375127E-06
0,0010( 1700d 17004 0| 6,56365741E-0]7 6,56365741E-0)7 6,56365743E-07 6,56365740E-0)7 6,56365740E-0 6,56365745E-0[7 6,56365745E-0[7 6,56365738E-0[7 6,56365746E-0[7 6,56365746E-0[7 6,56365746E-0[7 8 tizedes
0,0005| 34009 34009 0] 1,63645237E-0[7 1,63645236E-0]7 1,63645239E-07 1,63645238E-0)7 1,63645238E-0 1,63645237E-07 1,63645237E-07 1,63645233E-07 1,63645233E-0[7 1,63645233E-0[7 1,63645233E-0[7
0,0003| 56600 56000 0| 5,95641424E-08 5,95641457E-0B 5,95641441E-0B 5,95641415E-0B 5,95641415E-0B 5,95641438E-08 5,95641438E-0B 5,95641418E-08 5,95641445E-08 5,95641445E-0B 5,95641445E-08
0,0002| 75009 75004 0| 3,35806356E-0B 3,35806364E-08 3,35806361E-08 3,35806367E-08 3,35806367E-08 3,35806313E-08 3,35806313E-0B 3,35806325E-08 3,35806361E-0B8 3,35806361E-0B 3,35806361E-08 7 tizedes
0,00017/100000100004 0] 1,88832367E-08 1,88832385E-0B 1,88832394E-0B 1,88832356E-08 1,88832356E-0B 1,88832345E-08 1,88832345E-0B 1,88832391E-08 1,88832354E-08 1,88832354E-0B 1,88832354E-08
0,00015/110000110004 0] 1,56046571E-08 1,56046523E-0B 1,56046579E-0B 1,56046568E-08 1,56046568E-0B 1,56046562E-08 1,56046562E-0B 1,56046593E-08 1,56046577E-08 1,56046577E-0B 1,56046577E-08
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1.2.11. A képletek szamitasi id igényének és pontossaganak vizsgalata
A potencial (1.175) szamitasanal alkalmazol(zitl‘hiQij 0sszeg esetén a szamitasi hiba
sze’mpontjébél éhyos ebszor az 0sszeadas és]:théna a szortasleiének elvégzése, tehét
h %Qij sorrendben veégezzuk dineleteket.

- Az analitikus képletek kivalasztasanal programogasmpontjabdl éhyds, ha a
képlet értelmezési tartomanya megegyezik a potietridlet alapjan levezetett elméleti

értelmezési tartomannyal.. Az 1.4. tablazat alapfnkonstans esetdg{*" és C/""

értelmezési tartomanya esik egybe az elméletimemtsi tartomannyal);;, Q; konstansok
esetén ez azQ[nd | qfeser és W képletekre teljestl. ACj, Qj, Q; konstansok
programozasanal csak az alkalmazott analitikus eképttelmezési tartomanyaban lehet
szamitasokat végezni, ezt figyelni kell a programas.

Egy U.n.ckis mennyiség bevezetésével (Pohanka 1988) ezsgalat nem szikséges,
ugyanis¢ segitseégeével elkerlliten nullaval valo osztag bevezetéseével tulajdonképpen az
UM), UM), Ug(M) mennyiségeknek egy kozelitését, dgM, €), UM, €), Uy(M, ¢€)
mennyiségeket szamoljuk.

Pohanka (1988) alapjan becslést adhatunk caz alkalmazasa soran elkovetett

o0, UM, &) = (M)-0,,U(M, ) képlethibara. Ezt kiegészitettem a
(M, e)=u(M)-U(M,e), és|dU,(M,&)=lU,(M)-U,(M,e) képlethibak numerikus

aton torté becslésével. AL(M), U(M), Uu(M) mennyiségek az (1.175), (1.177) és (1.179)
képleteildl indulok ki:
(i)

u(m)= G;’O Zl:h &n c, -hQ, j Chy Zn(z(hijc” -hQ, )J,

=1

0,u(m)= —Gpoini(f(hu Gy —hQy )j U,(M)= Gpoi nikg(vilj C, —nQ, )

i=1 j=1 il j=1

A konstansokra @ijp"ha“ké és QF ohankd () 4. tablazat)

r..+‘| ‘ r..+‘|..‘
Cij = Sign(|2ij )|nu - Sign(llij )In %jj 1jj '
0ij rOij
2I‘\l (2!] 1jj )

Q, =-2sigr(h )arctan
] (r2ij Ty )2 (l 2 ~ llij) + 2(r2ij I3 Xh|

képleteket hasznalvaz U(M, €), UM, €), Uu(M, €) mennyiségeket megkapjuk, &g, Q;

konstansok képleteiblg | helyett|h| + £-t helyettesitink. igy:

Ci. :sign(lzu)lnw S|gn(ll,])lnL‘lm‘, (1.214)
0ij, 0ij .
. Zh (Zl 1| )
Q. =-2sigrlh )arctan A (1.215)
" ) (rzug + rﬂjg)z - (l 2~y )2 + 2( Faj, T, )th )
ahol
oy, SVRGe + (0 +&), 1y = Ro +12 +(n +&)2, 1y =[R% +12 +(n +£)> . (1.216)

Az ¢hibajaval terhelt kepletek.
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n (1) n (10
u(M,e)= G2,00 Zh(z‘,hjcug _hQisj = Ggo ;h(z (hijCijE _hQijs)]’ (1.217)

=1

0, UM, )= -epoin{f(n c, -hQ, )j U, (M.&)=Gp,> ﬁ(v.cijg—ni'QijE).(|.218)

i=1 j=1 i=1 =1
A |uM.ef=luMm)-uM,e), |1, UM,e)= (M)-0,u(M,é) és
U, (M, e)=lu,(M)-U,(M,e) kozelitési hibakra numerikus Gton adok becslést. A
o0, UM, &) = (M)-0,,U(M, &) kilonbségre a Pohanka (1988) cikkben talalunk
becslést. A cikk (56), (61), (62) egyenletei alapja
hic; —Cy.|< € éshfq; -, |<4e, (1.219)
Az emlitett cikk (66) egyenlete alapjan:

&, UM, ) =[0,,U(M)-0, UM ,5)|SG|pO|Zn;£th I, -, |+, -2, |)<
=1 j
<G|p0|zn:fs£ 56|p0|52n: L(i). (1.220)
i=1 j=1

Az (1.220) alapjan @],MU M 5)‘ kilonbségnelaz 5(3|,00|£Z L(i) egy fel$ korlatja.
i=1

A potencial és a potencial masodrénderivaltjainak kozelitési hibajara az (1.220)-hoz
hasonléan felirhato:

.e)=uMm)-um.e] <3S [anc, -c, [+, -0, ). a22)
U, (M, ) =u,(M)-U,(M,é) <Gpoiﬁ c -C, |+, -9, ) (1.222)

Az ¢ bevezetésével tulajdonképpen egy stablllta5| proéhoz jutunk: h&is mennyiséggel
valtoztatom meg &, Q;j, Qi konstansok|h| valtozéjat, kérdés, hogy ez a potencial és

potencial derivaltjaiban milyen nagysagu valtozésedményez, vagyis{d]rMU(M,s)(,
(M, e), [0U,(M,e)] mennyiségek nagysagrendje hogy viszonguhoz. Az (1.219)
bsszefﬂggések‘q HC” —Cijg‘ és|h”§2ij —Qijg‘ véltozasokra adnak becslést. Az (1.220) alapjan
a potencial elsrendi derivéltjainak‘d]rMU(M 5)‘ valtozasa g, HC” —Cijs‘ és|h”Qij —Qijs‘
valtozasokra vezethietvissza. Az (1.220), (1.221) és (1.222) alapjéi AY M 5)‘,
W(M,e), |d,(M,e) valtozasok a |h|C,-C; |, |c;-Cy|. | Hc

hhc; -¢, |, |h”Qij ‘ng" W|Q, -Q, | és alQ, -Q, | valtozasokra vezettidt vissza.

i
Ezekre a mennyiségekre numerikus Uton adok becs#ésti0®, £=10", £=10" és
£=10% megvalasztds mellett a numerikus szasti az 1.2.10. részben felvett
YO (Wnin = 2007, proax= 107) tartomany 4930 illetve 8510 pontjaiban végeztém e
Az eredményeket az 1.11. és 1.12 tablazatokba ltagta 6ssze. A poliéderhez kozeli

pontokban g>>1) ‘Cij —Cijg‘ instabilla valik. A modellszamitasok esetébenf@jezet) ynogell
egy fel$ korlatja 14 (y < 10%), mely tartomanyba@; stabil (1.11. tablazat).
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Az egyese¢ -ok esetén qhij‘cij -C, | mennyiségre numerikus Uton levezetett fels
korlatok (1.11. tablazat edssora) kissé eltérnek (nagyobbak) az elméleti (dvazetett fels

korlattol, mely a (219) egyettlenség alapjan(d. A |h. h Hcij - C, | mind a négy kivalasztott

ij

értékrestabil ay (Jnin, Ynay tartomanyon.
Az ‘Qij —Qijs‘instabilitést mutat a poliéderhez kozeli pontokbgn >> 1). A

modellszamitasainkra jelle®zmogen < 10* tartomémybadQij —Qijg‘ az £=10%, £=10"®
esetén stabilla valik (1.12. tablazat).
Az egyese -0k esetén 4&\”9” —Qijg‘ mennyiségre numerikus Gton levezetett &els

korlatok (1.12. tablazat edssora) kissé eltérnek (kisebbek) az elméleti Utreietett fels
korlattdl, mely az (1.219) egysftlenség alapjan A ‘thQij —Qijs‘ mind a négy

kivalasztotte értékrestabil ay O (Jin, Ynay tartomanyon.

Ezen numerikus vizsgalat alapjan a poliéderd (Juin = 200° jax = 107
tartomanyaban a vizsgédt-ok (£ =10°, £=10", £=10"7, £=10">) esetén a potencial
elss és masodrerid derivaltjai stabil mennyiségek. A < 10' tartomanyban a potencial
£=10", £=10"> esetén stabil,e =10"°, £=10" esetén megfelél y alsé korlat
vélasztidsaval (vagyis a szamitési pont a poliéggmé&onyos kdrnyezetén kivil kell essen)
stabilla tehe.

1.11. tablazat. Numerikus Uton tortéh becslés alh|c, -C, |, |C, -C, |, |nh|C, -C; | kilonbségek fets
korlataira ajh |-nek £ -al val6 novelése esetén
£=1078 £=107"° £=1072° £=10"%
fuggvény Fel$ tartomany Felss tartomany Felss tartomany Felss tartomany
korlat korlat korlat korlat
_ 232 |y0(e° 10° | 2.32 |yO(ao° 10° | 4.2z |yO(200°% 105) | 2.52 y O (2010°, 10%)
hi |Cij = Cij 3 5
K2 |yO@mo® 10) | KL, y O (2010°, 109
K<10™ K<10*
‘C-- -C ‘ 7.800° |y0O(200° 10°) [7.200%E |y O (200° 10°) [7.200°%2 |yO (200°% 10°) [7.200°%2 |yO (200° 165)
LN 252 |y0(@mo® 10 | 252 |yO(@a0%10) | K& yO (200° 109 | K, y O (2010°, 169
K<10™ K<10™
h. h HC -C ‘ 232 |yO(o0° 10% | 2.4z |yO(200°% 107 | K, yO(200° 10%) | KL, y O (2010°, 10%)
i T i K<10° K<10%
.12. tablazat. Numerikus Gton tortéh becslés alh HQU -0, | oy -9y hiz‘Qij -Q; ‘kuldnbségek fels
korlataira ajhy| mennyiségnele -al valé ndvekedése esetén
£=108 e=10"1 £=10% £=10"%
flggvény Fels tartomany Felss tartomany Felss tartomany Felss tartomany
korlat korlat korlat korlat
‘hHQ" —o. | |Lt yO (1.510°% 107 | 1.5 yO (1.510°% 10| 2.13 yO(1.530° 109 |1.%@ y O (1.510°% 105
Y Ue K, yO(1.500°% 1) | Kig, y O (1.510° 109
K<10™ K<10™
‘Q“ —0. 3.200°% |y O (1.510° 10 6.300"z |y O (1.510° 10°) [1.€007 |yO(1.510°% 10°) |[200° |y O (1.510°% 109
L e 3.400°E |yDO(1.510° 1¢F) [3.400° |y O (1.510° 10) | KL, yO(1.510% 1) | KL, y O (1.510°, 10
K<10™ K<10™
10 |yO(1.510°% 16) |10Cz  |yO (1.510° 10)
hla. —q. | |22 yO (1.510°% 10%) 2.7 y O (1.510°% 107) | K3, yO(1.510°, 107) KL, y O(1.5320° 10%)
i [*<ij i K<10® K<10™
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Az G, Qj, Q; konstansok analitikus képleteinek programozasazakrtelmezesi
tartomany pontjaiban is adédhatnak szamitasi négéks llyenek aCj esetében aAB
egyenes pontjainak egy bizonyos kérnyezetébenyahletd pontok, ax); esetén pedig ez
sik pontjainak egy kornyezete. llyenkor az eredre&bgn aze hiba dominans vagy a
szamabrazolas hibaja miatt a programban szZefagbvenyek értelmezeési tartomanyan kivdil
esik a szamitott érték és igy értelmetlen kiir&ggiunk eredménynek, ilyenkor beszélink a
képlet instabilitasarol.

C; analitikus képleteinek stabilitas vizsgalata aapf; =", c"" stabilak azAB
egyeneslO™® =y, <y < V., =10” kérnyezetébenc"*" stabil azAB/[AB] pontok esetén
a 10°=y,_ . <y<y., =10 Kkornyezetben, AB] pontok esetén pedig a
10° =y <y<10" koérnyezetben. A6bbi Cijp°“é”ké, C”!"’hé”ké, C;"etanalitikus képlet aAB
egyened0® =y <y <10’ kdrnyezetében stabilak.

Q; instabilitasa az§ lap hatarpontjainak kornyezetében jelentkezik. Bzlap
cstcspontjainak ag sikban fek, y> 1@ tulajdonsagu kérnyezetben mindegydk kivéve
Qs"-t hibaval terheltek, instabilak lesznek. 82ap csucspontjainak azsikon kivil fek,

y > 10" tulajdonsagu kérnyezetében a szamifyttben a hiba dominal. A lapot hatarold
élek pontjainaks sikban feké, y > 10 koérnyezetben Pohanka képleteQ o

QPonankd gPonankdhihaval  terheltek, illetve  instabilak  lesznek,  mig Qe
Qrosert qrasert owseh stabilak ezen pontoknak az sikban fekd, y < 101 tulajdonsagu

kornyezeteiben. Az élek pontjainak azmikon kivil feké, y > 10" kérnyezetében a®;
ertékek hibaval terheltek lesznek. A3, illetve s \ $ bels) pontjaiban aX); képletek stabilak
a pontok y < 10" kérnyezetében, a hiba 10 nagysagrenid kivéve a QPerne,  qPonind
képleteket, ahol a hiba Pthagysagrenid

Egy harmadik szempont a képletek kivalasztasabsaiilkséges szamitasividamely
fuggvénye a képletben szerépliggvények (elemi és logikai fliggvények) szamamdihoz,
hogy a képleteket e szempontbdl is dsszehasonlitséthem az egyes képletek, konkrét
adatokkal tortééh szamitasahoz szikségestid

7 . z z z anka i A ohan ohan *
Két vizsgalatot végeztem, mértenCao"e, Cioen, C WS gg gPonankd | ( q Pohankd y*
Qrelseir - gwseh konstansok egy konkrét pontban megismételt szaatitas C; —k esetén

5010°, Q; -k esetén pedig (B0’ ismétlés) szilkségesdid illetve adattémbben elhelyezett
pontokra, az adattombre ismételt szamitashoz sgéksibt. Ez utdbbi kdzelebb all az
alkalmazasokban hasznalt programok szerkezetéhezblzbivel kimondottan az analitikus
képletek szamitasahoz szikségés tddjuk meérni. A kapott eredményeket az 1.13. .44.|
tablazatokban foglaltam dssze.

A vizsgalat alapjan megallapithatd hog€ip—k és ax); —k esetén &WSchképletek
szamitasi idigénye a legkisebb. Osszehasonlitv@jaés Q; konstansok szamitasi idejét, a
vizsgalat alapjan arra az eredményre jutottam, Qg szamitasi ideje kb. 20% -a &
konstansok szamitasi idejének, kivevélSchindexi képleteket. Ennek alapjan az olyan
szamitasok esetén, ahol a modellt alkoto térfogatek szama nagy, illetve a szamitast
nagyszamu pontban kell elvégeznigrsids, hogy a szamitasi ddszempontjabdél minél
optimalisabb képletet alkalmazzunk. A konstansaknsrasi idejére vonatkozo szamitasokat
duplapontos modban végeztem. Négyszeres pontossgjéne a szamitasi dd
nagysagrendekkel megn pl C; konstansok eseten tobb mint 50 -szeresé&fe igy
alkalmatlan nagyszamu modellelemet, illetve sz&nfiéntot igényd feladat esetén.
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1.13. tabldzat Konstansok analitikus képletei szamitdsahoz €xgds id (t) 6sszehasonlitasa egy szamitasi
pont ismételt szamitasavahr]. A C; konstansokesetén aHolstein és HWSchképletek szamitasi idejét a
Pohankd képletek szamitasi idejéhez hasonlitottamQjkonstansok eseténRohankd, (Pohankd)” éswSch
1(i)
képletek szamitasi idejét Holsteir? idejéhez hasonlitottanPohankd képletet hasznalva) Q; osszeg
j=1
szamitasanal, esetiinkbenl@} = 3 darab arkusz tangens fliggvény szamat azl(l.22pjan egy darab arkusz
tangens fiiggvényre csokkenthetjiik. Az igyadiitott képletet Pohankd) -al jeldltem

konstans nr t %
C”_pohanké 508 100% (8.6 perc)
Cjoisem 5010° 70% (6.0 perc)
Ciwsen 5010° 60% (5.3 perc)
QPonankd 5010’ 90% (3.9 perc)
(qperana )’ 500 77% (3.3 perc)
Qrosert 5010 100% (4.3 perc)
Qe 5010 13% (0.6 perc)

I.14. tdbldzat Konstansok analitikus képletei szamitasahoz sgéds id (t) 6sszehasonlitisd és B
adattombok ismételt szamitasavaf)( A C; konstansoleseténHolstein HWSchkeépletek szamitasi idejét a
Pohankd képlet szamitasi idejéhez hasonlitottam. @zkonstansok eseténRohankd, (Pohankd)” ésWSch
1(i)
képletek szamitasi idejét Holsteir’ idejéhez hasonlitottanPohankd képleteit hasznalva) Q, Gsszeg
j=1
szamitasanal, esetiinkben g = 3 darab arkusz tangens fuggvények szamat eggbdarkusz tangens
fiiggvényre csokkenthetjik. Az igyséllitott képletet Pohankd) -al jeldltem.A ésB adattombék rendre 4930
illetve 8510 szamitasi pontot tartalmaznak

konstans nra ta % nrg ts %
Cronined 5010° 100% (10.6 perc) 510° 100% (16.1 perc)
g s 510 61% (6.5 perc) 510 71% (11.4 perc)
c s 510° 45% (4.6 perc) 510° 60% (8.4 perc)
Ponand 5010° 86% (4.6 perc) 510° 88% (7.0 perc)
(Qi;ohanka y 510° 98% (5.2 perc) 510° 86% (6.9 perc)
Qroser 510° 100% (5.3 perc) 510° 100% (8.0 perc)
Qs 510" 14% (0.7 perc) 510" 13% (1.0 perc)

1)
Q; -re Pohanka kepleteit hasznélvaEzQij 0sszeg szamitasanall&z darab arkusz
j=1
tangens flggvényt egy darab arctan flggvényre esiikktjik. Ehhez hasznéltam a
kovetked keépletet:

2. arctanx; = arg{n (1+ixj)j. (1.223)

Mivel Q, O(-27m,27m) és tudva, hogy a Pohéanka felirasb@p = 2arctanx; alaku, adodik,
hogy Zarctanxj D(—ﬂ,ﬂ), tehat ar{ﬂ(lﬂxj)j egyértelnien meghatarozhatd. AHKi)
j i

darab arkusz tangens flggvénynek egy arctangemp/diigre valdé redukalasavaléallitott
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képletet (Qf"ha”kg)m-val jeléltem (1.5, 1.6 téblézatok).(QiP“a"ké)Dpontosségi €s numerikus
szempontbol aQ™="*¢ -hoz hasonldan viselkedik, kivéve, ha a szamipisittal azs/S
pontokon keresztiil kdzelediink &zhatarpontjaihoz. Ebben az esetlyen 1C tartomanyban
(ch"‘a”k&)D nem értelmezett.

[.2.12 A potencial és derivaltjai szamitasi algorinusanak ismertetése

A tovabbiakban ismertetem az altalam kifejlesz&dtforitmust, mely a potencialt és annak
derivaltjait szamolja:

n 1(i)

U (M 'g) — Ggo Z hig(z (h C“Pgohanka? Zlggul:;ohanké )j (|.224)
i=1 =1

0 u (M E) =-G C O ( CPohanka? BPohanké) .22
v ’ - pozni z ije |£ ije ( 5)
i=1 =1

n (i)

=GR e, (v, &.Cremn —n e sign(hy )ar ) (1.226)

A képletekben szerepIC,, Ponanid - gPohankd i 0vények definicio:

ije

Cingohanké :Cij Pohanka (Ilu 1|2|J i “ ) Slgn(lz,] ) { m | 2ij |] S|gn(lm ) ['JSW—HJ (|227)

ije ije

. ) 2h I,
Oreen = e (1,15, 0y .2, ,8) = sign(hy ) LR = 2tan™ (T +1, )[FTugl—Jlu |+ 2T, (1.228)
ahol
=z +& W, =\ +27,Q;, =/lj *W V=4l +W , T, = Q. +V,,. (1.229)
A ~ I, %1, B

Iy =2, —a;, | :‘aij+1_aij‘, 1 :hjﬂ——aj n, :m v, =m; Xn;,
Py =85 =Ty o =30~y (1.230)
Ly =1y Ouy, by =1y By, z =R =[r Oy, 1y =1y +1, (1.231)

n a poliédert hatarol6 lapok (oldalak) szan@) azi -dik lap csucspontjainak szamiaa
lapokra €9 a csucsokra vonatkozo indexy,(e;, ;) a koordinata rendszer egysegvektonai.
vektor azi -ik laphoz tartoz6 normalisp; az i -dik lap j-dik csucspontjahoz tartozo él
egységvektoraj (ésj + 1 csucsokat 0sszekidel, aholj, j + 1, | + 2,.. csucsok korbejarasa
pozitiv), vij pedig az-dik lapj-dik csdcspontjahoz tartoz6 olyan egységvektoryraelebbbi

két vektor vektorialis szorzata. Vagyigi( ni, vij) egy jobbsodrasu rendszert alkof-dik
csucspontbanEhhez minden lap esetén &lepésben megallapitom a pozitiv kérbejarast az

1.2.3 alfejezetben leirtak alapjan. Ehhez felvesaelap egy tetsiteges koérbejarasi iranyat.

Jelolém a lap ezen pontjainak helyzetvektoraft,a,.....aj ,....aj, és ellerzom, hogy ez

megegyezik-e a lap pozitiv korbejarasi iranyaval. Had, +19 x1%, ) F (X5, Ve, 2. ) <0, akkor
az eredeti korbejards jo, vagyis, =a;,l; =17,j=1I(), ahol a,,a,,....3 ooy i) -Vl

jeléltem a sokszoglap pozitiv korbejarasi irdanyanmadgfeleb csucspontok helyzetvektorai. Ha
f(aiol +1° XI?Z)DI‘ (Xs,Ys.Z5) >0, akkor az ellenkez iranyld korbejaras lesz a pozitiv
— |O

kdrbejaras, ennek megfeden a; :afl’(i)+2_j i =liyea-; o 1 = 21(1) . A vizsgalatbanxg, Ys, Zc)

81



1.2.12 A potencidl és derivaltjainak szamitasi atgausanak ismertetése

a poliéder sulypontjanak koordinataj{x, y, z2) a lap altal meghatarozott sik egyenlete,

X y z
— Xil yil Zil 0 — 0 — 0 —
fhoyz)=| = 0 0 anolal =06 v 2u). & = (6 Y 32): 83 = (6 s ).
i2 i2 2
Xa Y Zs

A j -dik cstcsponthoz tartozg;, 12, hj, hi, z skalar mennyiségeket az (1.231) dsszefliggesei
alapjan szamitom. Azdik lap j-dik csucspontjahoz tarto2g, h;, h; skalarok geometriailag az
rj vektor ebjeles vetiletei quj, n;, vij vektorokra. Ha a vetiletben szeiepektorok altal
bezart sz6g hegyesszdg, akkor a vetulgek pozitiv, ellenkedeg negativ. ACi, 6. skalar
fuggvényeket az (1.227) - (1.228) képletekkel sz#imm, minden egyes lap minden
csucspontjaban a csdcsponthoz tartegzdy;, hi, hi, z ésW,, Qj¢, Vij- €rtékek alapjan. Ak,

I, hij, hi, z értékeket az (1.231) alapjan szamoltaf)., Qj., Vi skalarok pedig akj;, I, hj,

hi, z segitségével (1.229) szerint kerulnek kiszamita&ral., Qj s Vs Skalar mennyiségek
geometriailag is értelmezitdt W a P szdmitési pont tavolsagaj-@ik csucsponthoz tartozo
eltol, Q ésV pedig aM szamitasi pont tavolsaga gailletve j+1-dik csucsponttol. sighf)
értéke -1, ha; azM szamitési pontot tartalmazo.dik lap altal hatarolt féltér felé mutat, +1 ha
a masik féeltér felé mutat ésulla, ha azM pont a lapon vane egy tetsélegesen kicsiny
konstans, amely a poliéder élein, lapjain és csardggban fellép szingularitas feloldasara
szolgal. Ez&ltal a potencidlt és a potencidb eds masodrerid derivaltakat leird6 képletek
érvényesek az egész térben. A szamitasokbah0>°-nek valasztottam.

V4

P(0,0,0)

1.21 abra Az (1.230) egyenlet néhany paraméterének geometagyarazata

A programmal jelenleg sajatos otoldal( poliéderttéromoldalt csonka hasabipk
haromoldalu gulanak az oldaléleit métsikkal kapott test illetve ennek a két testneljates
esetei (haromoldalt, négyoldall gula) - tdmegvonpédencialjat és a potencial élss
masodrend derivaltjait tudjuk szamolni. Jelenleg fejleszédatt van a szamitasok kiterjesztése
tetsdleges lapszamu poliéderre. Tehat az algoritmuszaingott elemi test oldallapjainak
szama & i < 5, az egyes oldallapok csucspontjainak szamé esetér(1) =1(5) = 3,1(2) =
[(3) =1(4) = 4 (haromoldall csonka hasabok vagy haroméldalanak az oldaléleit metsz

! Csonkahasabot kapunk, ha egy hasabot az alappgbérauzamos sikkal elmetsziink.
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sikkal kapott test) illetve= 4 esetém(1) =1(2) =1(3) =1(4) = 3 (haromoldalu gula) vadfl) =
1(2) =1(3) = 3 éd(4) = 4 (négyoldala gula).

A program bemeh adatai a térfogatelemek csucspontjainak koordinatadarab
térfogatelem esetén pedig az adattomb, amely agsegigmek csucspontjainak koordinatait
tartalmazzak. A beméradatok:

X)) Xa0 X3, Xg 0 X5, X6, V10 Y2 Y3, Vao Vsr Yoo 4 22, 231 240 25, 2, THOY
X0 Xg 0 Xa 0 X0 Xg X Y1 Y2 Y3 Yar Vs Ve 20 250 250 2y, 25, 25, THO",

ahol az alsé index a csucspontok sorszamat, & ifedex a térfogatelem sorszamat jeldhio
pedig a 8riiségértékét. Az 1 és 4, 2 és 5 illetve 3 és 6 somgzassucspontok éleket 6sszekot
pontok kell legyenek. Ha pl(x,,v,,z,)=(x,v,.2) és (X.Vs.2z)=(x,,Y,,2,) akkor
haromoldala gulat, hdx,,y,,z,)=(x,Y,,z), akkor négyoldali gulat kapunk. Mindémez
hozzarendeljiik az-dik laphoz tartoz6 csucspontok indexeit.

A masik adathalmaz amit a program beolvas, az misdsi pontok koordinatai. Szort pontok
esetén a pontokat adattémbbe helyezem, minden exgyesgy-egy szamitasi powrfy, z
koordinatéit tartalmazza. Ha a szamitasi pontok eggshalon helyezkednek el, akkor
beolvasasra kertil a racs valamelyik csucsponts, @y racstavolsagok es,, ny a racshalo
pontjainak szama azilletve y tengely irAnyaban.

Minden egyes szamitasi pontra szamitasra kerulzekgges térfogatelemek témegvonzasi
erdterének paraméterei (potencial, potencid és masodreridderivaltjai).

Elsd lépésben egy eltolast végzek, amellyel a szamip@sitot a koordinata rendszer
kezdspontjdba tolom (1.21. bra). Ezaltakalik térfogatelem Uj koordinatéi:

k k k k k k k k k k k
X, = Xpa Xy = Xpy X3 T Xp, Xy T Xpy Xg T Xpa Xg T Xpy Y1 T Yes Yo T YR Ys T YR Ya T YR Y5 T Ve,

k k k k k k k k
y6 _yp)21 _ZP,22 _ZP,23 _ZP’Z4 _ZP’ZS _ZP'ZG _Zp,rho .

A kovetked lépésben az 1.2.3. részben leirtak alapjan a gétébem k-dik lapjahoz
hozzarendelem a laphoz tartozd csucspontok U gitjeamely a pozitiv kdrbejarasi iranynak
felel meg. A tovabbiakban az (1.231) és (1.230) lkégkkel alapjan &-dik laphoz tartozd,;,
Lij, hij, hi, z €sWij¢, Qjj¢, Vije konstansokat szamitom, majd az (1.227) - (1.228)létek alapjan

Pohanka HFohanka?

a laphoz tartozoC;, , G flggvényértéekeket kapom. A potencial és a poténcia

derivaltjaihoz jutunk a térfogatelem lapjaihoz ¢ad C,, """, gFo"™"¢ grtékeknek az

ije
(1.224) - (1.226) alapjan torténdsszegzésével.
A szuperpozicio elve alapjan az egyes elemek haaésésszegzésével megkapjukradarab
térfogatelem egytittes tomegvonzasi potencidljat gstencial magasabbrdnderivaltjait.

A tovabbiakban a program futasi idejét vizsgaltarmadell térfogatelem szamanak
(Nkerfogatelen) €S @ szamitasi pontok szamanads (ono) fllggvenyeben. A program futasi ideje a
tbmegvonzasi potencial és a potenciabradi derivaltjainak szamitasahoz szukségdi id
jelenti. A programot parallel illetve normal moédbisnfutattam. A szamitasokat a dolgozat Il
részében alkalmazott APLACA (Alpok — Pannon-medendéarpatok) regidnak kulonbéz
felbontasu, derékszéghaséb illetve haromoldalu ferde hasab modelljeégeztem. A mért
szamitasi i€k alapjan megallapithatd, hogy exponencialis osgggissel jellemezhita
10(Nkerfogateledszponto} (8 Szamitasi pont szamanak és a térfogat elemszZonzatanak
logaritmusa) €s dparaiel parallel médban a programhoz szikséges szamiéadiapcsolata
mind a derékszdghasab, mind a poliéder térfogatelem esetén (AB). Ez az exponencialis
fggvény atirhatd a szamitasi 6id (tparale) €S MNierfogatelelszpontok  SZOrzat — Kozotti

hatvanyfiiggvényre. A trendfiiggvény segitségévetlgsttudtam adni éparalell szamitasi idre
mindkét térfogatelemmel végzett szamitas esetén.edemiményeket az 1.15. tablazatban
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foglaltam 0Ossze. A trendflggvények alapjan Osszefidsttam a derékszéighasab (Nagy
1988) és poliéder térfogatelemmel végzett szanktéét. Ennek alapjan parallel modban a
haromoldalu ferde hasab térfogatelemmel t@rteramitasi id kb. masfélszerese a deréksizog
hasab szamitasi idejének. 1.15. tablazat utolsdopaza parallel illetve normal futasidk
aranyat tartalmazza. Az adatokbdl megallapithatdgyha normal Gzemmaddban téréen
szamitashoz képest a parallel modban térieramitassal tébb mint felére csdkkenthetjik a
programjaink szamitasi idejét.

1.15. tablazat. A tdmegvonzasi potencial és a potenciabedadi derivaltjait szamité program futasi ideje az
Niriogatelemt€rfogatelem és ax;, ponkSzamitasi pont fliggvényében

Térfogat Modell neve | Térfogatele| Szamitasi |Parallel szamitdmz|Becsilt szamitas| Normal szamitdsoz|t
elem m szam |pontok széan sziikséges itl id6 sziikséges itl parale]
Nigrfogatelem Nsz.pontok tparalell f thormal normal
_ paralell [%]
[sec] ora [sec] [sec]
ETOPO5 3400 9 2 D 21
ETOPO5 54466 9( 31 [D 33 58| 53%
a DDM 127428 90 81 D 78
% | DDM 463168 90 277 281
g, DDM 463168 20301 61560 17,10 62061
:gj DDM 463168 114764 34704 9,64 35156
@ DDM 127428 11476 10260 2,85 9718
a DDM 127428 20301 18200 5,06 17155 508 54%
DDM 463168 10201 30800 8,56 31264
ETOPO5 34003 22701 5472 1,52 5141
ETOPO5 54466 22701 7810 2,17 8221
ETOPO5 10818~ 90 116,27 [D 129 214 | 54%
g DDM500 929628 10 13895 [D 123
Qo DDM500 929628 20301 282060 78,85 280921
g DDM500 929628 1147¢ 158400 44,00 157243 240 | 58%
DDM500 929628 10201 141732 39,87 139530

t[sec] 1000000
"tprizma= 7,1770E-0682%°"
100000| R’ =0,99974 .
tpolihedron: 1,0538E-0529
R’ = 0,99954
o000 4 —— T 70260~ -~~~ -
1000 | - T T
00 ----MH6% -~/
T St
1 - - - - - - -
6,4 6,9 7.4 7,9 8,4 8,9 9,4 9,9

N= Ig(ntérfogatelermsz.ponto}

1.22. dbra. A parallel szamitasi i#l(t) Abrazolasa a térfogat elemszam és szamitasilpsntozatanak
flggvényében logaritmus skalan. A vizsgalatot dezéli hasabra és egy sajatos poliéderre, a haromolealé f
hasabra végeztem el. Az 4bra bal sarkaban arkeéga¢elemre szamitott exponencialis trendek eggtenl
lathatoak. At szamitasi il azNrogacienterfogatelemnek ads;, ponodarab pontban a tomegvonzasi potencial és a
potenciél el§rendi derivaltjainak szamitasat jele
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11.1.1 Szintetikus témegvonzasi modellek

II. A POLIEDER TERFOGATELEM ALKALMAZASA SZINTETIKUS
MODELLEZESBEN

[I.1. Szintetikus modellezés alkalmazasa a nehézségostér leirasara

I1.1.1. Szintetikus tdmegvonzasi modellek

Az utébbi években a foldi, 1égi ésiimold mérések alapjan rendelkezésre allnak a Féalkjal

és bel§ szerkezetét leird6 nagyfelbontasu és egyre portosalathalmazok. Ezek kozul
megemlitjik a globalis méretSRTM (Shuttle Radar Topography Mission) technikava
eléallitott SRTM3 modellt (Farr et al. 2007), amelg&gmasodperceS840 m) felbontasu és
joval pontosabb a korabban rendelkezésre allo GTDPGLOBE (GLOBE 2005) 30
szogmasodpercesl km) felbontasu globalis digitalis domborzat mduet (DTM) képest.

A globalis geoldgiai és geofizikai adathalmazok iéa geodézia szaméara nagyon fontosak a
2° x 2° felbontasu globalis CRUST2.0 kéreg modell (Mooretyal. 1998) és a globalis
topografikus-izosztatikus modellek (Stuinkel 19853d@,9Grafarend and Engels 1993, Martinec
1993, 1994 a, b, Grafarend et al. 1996).

1996-ban az IAG (International Association of GexyJeszervezésében megalakult az
SSG 3.177 ,Synthetic modelling of the Earth’s graviield” elnevezéd munkacsoport
(http://www.cage.curtin.edu.au/~will/iagssg3177.htmlamelynek el&dleges célkiizése
szintetikus tomegvonzasi modellek (SEGM-SyntheiiniBated Earth gravity modell)
eléallitasa volt. Az IAG SSG 3.177 csoport munkajamaitegy folytatasaként 2003-ban
megalakult IAG Study Group 2.2 munkacsoport céliéseiben hangsulyt kapnak a direkt
(forward) modellezéssel (a Newton integrél direldgoldasaval) kapcsolatos vizsgalatok és a
direkt nehézségi étér eballitasa és elemzése (Tsoulis and Kuhn 2006, Kuhd a
Featherstone 2005). Direkt modellezéssel, illetvgpememérték-feladat megoldasaval az
erétérnek két, egymastol fuggetlen leirasat kapjuk.

Direkt modellezésben didiségeloszlasra mintegy kényszerfeltételként a géafiz
geoldgiai adatok szolgalhatnak ahhoz, hogy @aAlkott szintetikus gravitacios modellek
minél realisztikusabban irjdk le a valddi nehézségiteret (Strykowski 1998, 1999,
Papp 1996¢, Kakkuri and Wang 1998). Toth (1996¢r@d paramétereinek (kéregvastagsaga
€s dgiriségeloszlasa) részletes ismerete hianyaban a ébpkinégyzetek modszerét
alkalmazza a paraméterek horizontalis iranyu lise&ltozasainak meghatarozasara globalis
méretekben. A szefza minimalizalando figgvényt Ugy valasztotta meggyha topografikus-
izoszatikus modellnek a Rapp (1981) geopotencializdelljéhez viszonyitott maradék
potencialnak a magas frekvencia részét minimatizalpmellyel olyan topografikus-
izosztatikus modell allithaté &l amely a legjobban kdzeliti meg a potencialisttarenagas
frekvencia tartomanyon.

A szintetikus modellek konzisztens mennyiségekategidnak, melyek leh&té teszik
a tomegvonzasi étér vizsgdlatdban alkalmazott modszerek, algoribhusszoftverek
fuggetlen vizsgalatat. igy példaul a kilénBogeoid szamitasi technikakban, eljarasokban
(Vanicek and Kleusberg 1987, Featerstone et all 2R@havandchi and Sjoberg 2001, Smith
and Roman 2001) mutatkozo eltéréseket szintetikodeitek segitségével Tziavos (1996),
Featherstone (2004), Featherstone et al. (2004naBEI(2005) vizsgaltak.

SEGM modellek harom csoportjat kilénboztetjuk meg (. eredmény (effect
modell), forrds (source modell) és ennek adketk a kombinacidjat (Pail 1999). A&zedmény
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modellekesetén a nehézségibmmret kizardlag mérési adatokbdl vagy ezéldzarmaztatott
tdbmegvonzasi mennyiségekh(pl. geoid magassag), a tomegvonzasi potenciamgmbi
harmonikus sorfejtésével allitjakoelA forras modellelesetén a tomegvonzasoeret a Fold
bel szerkezetét jellendz valosaghi Siriségmodellek (SEMM — Synthetic Earth Mass
Model) direkt modellezésével kapjuk. A Newton inmtdgszamitasat elvégezhetjik a
frekvencia tartomanyban a Newton integral gombfiggyekkel vald kdzelitésével vagy tér
tartomanyban a Newton integrédl numerikus vagy #kafi szamitasaval melyet a SEMM
diszkretizalasaval édllitott térfogatelemekre (deréksabdpasab, poliéder, tesszeroid, stb.)
alkalmazunk. A forras modellek azéegret, mind a tomegeken belll, mind kivll leirjak,
eredmény modellek azderet csak a tomegeken kivil jellemzik.

A legegyszdibb forrds modelleka tdmegpont modellekBarthelmes and Dietrich
1991, Lehmann 1993 a, b, Vermeer 1995, Vajda amdcelk 1997, 1998, 1999, Claessens et
al. 2001). A tomegpont modellek egyik korlatja, ragmegeken belll a tomegvonzasitér
paramétereinek jellemzésére nem alkalmasak, ugyaridmegeken belll az Gér nem
harmonikus. CurtinSEGM (Kuhn and Featherstone 20§l6péalis SEGM-et a Newton
modellhez a JGP95E %'5’-0s digitalis topografia modelljét (Lemoine dt 4998), a kéreg
2° x 2°-0s CRUST2.0 modelljét (Mooney et al. 1998) és kyp812WM13 (Su et al. 1994)
heterogén wiségmodelljét hasznaltdk. A szintetikus modellt 270R0 és rend gombi
harmonikusok irjdk le. A modell j6 egyis2get mutat az EGM96 (Lemoine et al. 1998)
geopotencial modellel a kozepes és a magas frelatartomanyokon.

Globalis kombinalt SGEM modellekr@éldat a Pail (1999), Haagmans (2000),
Claessens (2002) cikkekben talalunk. A kombinalE®Gesetében a tomegvonzasétér
hosszu hullamu komponenseit a globalis geopotaacidddellek (eredmény modellek), mig
a rovidhullama komponenseket @&réségmodellek adjak. Az AusSEGM (Baran et al. 2006)
Ausztralia terlletére vonatkozo6 regionalis kombdindEGM, amely 1'x 1'-es racshalon
szolgaltatja a nehézségiowr paramétereit (szintetikus témegvonzasi rendefiség, geoid
értékeket). AusSEGM hosszu hullamu komponenseid (88ig) az EGM96 geopotencialis
modell adja, a rovidhullamu komponenseit a GLOBHMa&stings and Dunbar 1998), illetve
JGP95E (Lemoine et al.1998) globalis digitalis penedelleklsl készitett 3’ x 3’
nagyfelbontasu szintetikus digitalis terepmodeDEBI-Synthetic Digital Elevation Model)
direkt modellezésével allitottakeel

[I.L1.2. A Pannon-medence szintetikus modelliének khlmazasa a nehézségi érér
paramétereinek vizsgalatara

A Pannon-medence és orogén kornyezetének litosafédellje (Papp 1996a) az elmult évek
soran és jelenleg is az Ujabb geodéziai és geafidieretek alapjan fejlesztés alatt all, ami a
kordbbi modell horizontélis kiterjedésének (moddial lefedett terlilet) ndvelését, a modell
felbontasanak és digiségeloszlasanak pontositasat jelenti. A jelenlemilett az ALPACA
(Alpok — Pannon-medence — Karpatok) régiot fediéke a litoszféra legfals67 km-es
tartomanyanak isiiségeloszlasat irja le. A valtoz6 mdraterékszog hasabelemekih az
elemek szamanak minimalizalasaval automatikusaahétott modell (Kalmar et al., 1995)
szerkezeti egységei: a foldfelszin topografidjayeagén-negyedkori tledékdsszlet, az alsé
kéreg illetve a Mohorovi¢-felillet alatt kezd8ds felss kopeny. igy a korabbi verziéhoz képest
a jelenlegi modellben a Mohora@ut-fellilet altal hatarolt fets kbpeny modellje a Keleti-
Kérpatokon tali tertletekig terjed. Ennek eredmémdyppen a tdmegeloszlast leird
térfogatelemek szama megkétszédgit, jelenleg mintegy 4000 db valtozé méret
deréksz6g hasabbdl all. A régio szélén, a Kéarpatok, illeaz Alpok alatt a Moho felllet
elérheti a 60 km — 67 km mélységet. A régio kozpdman (Pannon medence) a kéreg
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elvékonyodik (Royden and Horvath 1988), itt a dekdpeny 22 km — 24 km magassagig
emelkedik, magas foldi daramokat gerjesztve (Lenkey et al. 2002). Ebberzeakezeti
egységben a legkisebb horizontalis térfogatelememd0 km x 10 km. Homogén
siriségeloszlas feltételezése mellett Papp (2000, 20@spalatai alapjan a félskopeny
siirisége 3000 kg/mA neogén-negyedkori tiledékek modelirisség-mélység fiiggvényét
korabban a medence teljes tertiletén a Bielik-f@enpakciés modell irta le. Szabd és
Pancsics (1999) altal publikaltiriség-mélység dsszefliggéseknek medietel jelenleg a
kompakcios modell tertletfiigg mas-mas fuggvény irja le a dunantali és alfoleédékek
siiriségének mélység szerinti fluggését. Jelenleg eeraezeti egység 14000 db derékdzdg
hasabot tartalmaz, melyek legkisebb horizontaliseteé2 kmx 2 km. A Pannon-medencét
vastag neogén-negyedkori Uledékdsszlet boritja,yenheiobb elkilonidl egység, kisebb
medence alkot. Ezeknek a mélysége elérheti a 7 Bkm-t, az atlagmeélység kb. 2 km. A
topogréfiai tomegeket, a kordbban homogén (267enRgsiriiségeloszlasi modell helyett
jelenleg inhomogén tsiiségmodell irja le, amely Magyarorszag geologiaképe (Fulop
1984) alapjan készilt a felszini geoldgiai szertlekaeek 27 kiulénbdg siriiség osztalyba
sorolasaval. Ezek disiség értékek a 1990 kgirés a 2800 kg/rhatarok kozott valtoznak. A
topografia modell térfogat elemeinek a szama jegnll81100, az elemek legkisebb
horizontalis kiterjedése 500 m500 m.

A litoszféra haromdimenzids modelljénekdelserzioja a Karpat-Pannon térséget fedte
le. Ennek a modellnek a felhasznalasaval Papp €)9@ballitotta a litoszféra geoid
magyarorszagi fellletdarabjat. Az eljarasban komdlben a litoszféra haromdimenzios
modelljének direkt modellezésévebaéllitott undulacio hozzajarulasokat és a globaésid
megoldasokat. A modell korlatozott térbeli kitegsd, felbontasa és egysker
siiriségeloszlasa természetesen behatarolja a szamitégfikzhatésdgéat. Ennek ellenére az
alkalmazott eljarassal a modell alapjan szamitetyihgeoidundulacio hozzajarulasok jol
reprezentaljdk a gravimetriai geoid révid hulldmdmisagu [( < 300 km) Osszetéit a
+ 10 cm — + 20 cm sz6ras intervallumon beliil (PépKalmar 1995, Papp 1996a, b). igy a
modell valésagtinek tekinthet, alkalmas a régidban észlelhehehézségi étér és a
litoszféra szerkezet kapcsolatanak vizsgalatarallirhhossz szerinti 10 km — 20 km-es
maximalis felbontasban. Elemezve az egyes szeikeggség undulacié hozzajarulasainak
teljesitményspektrumat megallapithatd az egyeséjadasok dominanciaja a hullamhossz
fluggvényében, amely szoros kapcsolatot mutat &kezeti egységek mélységével. A 300 km
feletti tartomanyban a félskopeny nehézségi hatasa a létgfesebb, a spektrum révid
hulldAmhosszu tartomanyaban a topografia, mig aekorartomanyban az Uledék hatdsa
dominal (Papp 1996a).

Papp (1996a) kidolgozta az un. fizikaiiszs mobdszerét, melynek alapjan a
siriségmodellBl direkt modellezéssel meghatarozott témegvonzagernzialbdl és egy
vonatkozasi modell segitségévebalitott vonatkozasi potencialbdl meghatarozhatdiaz
helyi, azaz kizardlag a modell altal leirt tomeglelleneségek hozzgjarulasa a
potencialzavarhoz. A szamitdsokban a vonatkozdsiiségmodell egy egysddrb
geometriaval rendelkéz de az eredeti modellel megeg§eztbmedi és azonos
tomegkdzépponti modell. Ezzel az eljarassal kowgthe a fel§geodézidban alkalmazott
modszer, melynek soran a nehézségi tér mért pagasitétltalaban az un. normal vagy
ellipszoidi tér paramétereihez viszonyitjuk. Igy @ézlelt differencialis étér paraméterek
(potenciélzavar stb.) kozvetlenll 6sszehasonlithat@sznek a szimulalt adatokbdl nyert
helyi hozzajarulasokkal (Papp 1996a).

Papp (2000) a Karpat-Pannon térség litoszféera Medalapjan modellszamitassal
Prey-féle gradienseket allitottéeés megvizsgalta az eltérést a hagyomanyos Utangugo-
lemez kozelités alkalmazasaval szamitott gradiefiselgy 121 x 81 pontot tartalmazoé
5 km x 5 km racshalé pontjaiban. Aigiségmodell alapjan levezetett Prey-féle gradiens
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értéke kb. 20/% — 40% -al nagyobbak a gyakorlathasenalt ertéknél. A két modszerrel
szamitott gradiensek kozotti eltérések atszamitharbométeres magassagi valtozasokka,
vagyis meghatarozhatdé a gradiens értékek kulonbs&géhatasa az ortométeres
magassagokra. Ez Magyarorszag teriletére vonatkoZbagosan 1 mm Kkoruli érték,
bizonyos tertleteken (k6zéphegység) elérheti an Enteket is.

Papp (2001) nehézségi gyorsulas adatokbdl a Pleygi@diensek alkalmazéasaval
nehézségi rendellenességeket allito&t @&l geoid szintjeben és azokat 6sszehasonlitotta a
litoszféra modellBl szamitott rendellenesség értékekkel. A modélkzamithatd értékek
aranyosan nagyobbnak bizonyultak a felszini mét#selevezethat értékeknél. Ennek
alapjan a szetzarra kovetkeztet, hogy a litoszféra modellben laileaott sirtiség értekek ill.
siiriség kontrasztok valds4ileg nagyobbak a valésagosnal.

Csap6 és Papp (2000) cikkben a sdera modellszamitasok alapjané@litott
szabadlevegygradienseket dsszehasonlitjak a gradiens norréaééntl és a mért értékekkel a
Pannon-medence teriletén. A szamitasokat X &8Il pontot tartalmazo 5 km 5 km-es
racshalon, terepfelszin felett 1 m magassagbarztégeA modellezéssel levezetett gradiens
ertékek statisztikailag j0O egyezést mutatnak a siéneedmeényekkel és jelésen eltérnek a
gradiens normalértékét A racspontokban szamitott gradiens értékek sstitiai azt
mutatjak, hogy a modell altal generalt tomegvongéskisebb varianciaval rendelkezik mint
amit a mérésekih meghatarozhatunk. A vertikalis gradiens normékiél valo eltérései és a
topografiai felszin magassagai alapjan a vizsgatispontokban meghatarozhatd az un.
szabadlevetynehézségi rendellenességek valtozasa. Az eltd@selStokes-FFT eljarassal
eléallitott geoidundulaciok szorasa 1.5 cm és az eltérések 15 cm -es Kkiterjgdés
intervallumban mozognak. Ezek a geoidundulacio kéktéegy nagysagrendbe esnek a
kulonbd6® mobdszerekkel szamitott geoidfeliletek 6sszehdadésalldl szarmazd
ellentmondasokkal. Papp (2001) soskuati teszthdbdzavégzett lokalis vizsgalatdban
10 mx 10 m DTM segitségével &llitott részletes topografiai modell alapjan pokiént is
0sszehasonlitotta a mért €s a szamitott vertigédidiens értékeket.

Papp et al. (2008) cikk vizsgalatanak targyg adatok egy szintezési vonal menti
pontdiriségének hatasa a vonal végpontjai kozotti poteridi@nbségére. A szintezési
kotépontok kdzotti atlag g értékek a fokozatosan wttindatok alapjan keriiltek kiszamitasra
€s a kapott megoldasokat a referencia megoldasapzogszes mérés felhasznalasaval
eléallitott potencial kilénbség) hasonlitottuk. Azdmeények azt mutatjak, hogy a viszonylag
meérsékelt domborzat ellenére, ha csak 2 km -enkéjlikna g értékét, akkor 0.1 mm hiba is
felnalmozodhat a 4 km -nyi szintezés soran. A nekeiskiegészitve a merési pontok kozott
szintetikusan meghatérozogt valtozasokkal a potencial kilonbség hibaja csak fim
nagysagren@imeég akkor is, ha csak a 4.3 km -es vonal végpbatjameérjik a g ertékét.

Rézsa (2000, 2001, 2002) vizsgéalta a Magyarors®#gletére vonatkozéan a
topografia kulonbo siriségmodelljének (allandd, magassagfiiggletve a Nettleton-
modszerrel levezetettidiségmodellek) hatasat a gravimetriai geoidra. A GEStezésbl és
a topogréfia kulonbdz siriségmodelljével szamitott undulaciok dsszehasoaligdapjan a
Nettleton—maddszerrel levezetetirgségmodell esetén az undulacié kilonbségek szoérasa a
legkisebb, 5 mm-el kisebb, mint az allandéiségmodell esetén.

Egy felszini pont esetén a magassagi koordin®iaetti-féle vetitéssel kapott vetlileti
pontra vonatkozik és elméletileg graviméteres mediés kombinalt szintezéssel hatarozzuk
meg. A vizszintes koordinatdk a GPS alkalmazastérese Helmert-féle vetitéssel kapott
vetileti pontra vonatkoznak. A Helmert - féle végitaz ellipszoidi normalis mentén torténik.
A Pizetti-féle vetitésnél a felszini pontokabsdor a fliggvonal mentén a geoidra, ezutan az
ellipszoidi normalis mentén a vonatkoztatasi ellgpgdra vetitjuk. A kétféle vetités két
kulonbo® vetlleti pontrendszert eredményez mind a geoidand az ellipszoidon. Elgib
fakad a magassagi €és vizszintes koordinata-rerelszektzotti  ellentmondas.
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Papp és Benedek (1998) és Papp and Benedek (2k@klmen a vizsgalataink célja a
kétféle vetitéssel a geoidon kapott két pontrendsmgfeleb elemei kdzotti kilbnbség, azaz
a vizszintes koordinata eltérések tanulmanyozasseé&sszdr becslése volt. Az eltérések
nagysaganak a meghatarozasara a Karpat — Panség téoszféra modelljét hasznaltuk. A
topogréafia modellje az 5 km 5 km felbontdst ETOPOS digitalis terepmodell aagiészult,
horizontéalis kiterjedése kozel 1000 k1000 km és 34000 kulonb®znéreti derékszog
hasabot tartalmaz. A litoszféra modéllanalitikus uton kiszamithatok azoegrnek azon
paraméterei (a tomegvonzasi potencial és annakvaligai), melyek segitségével a
fuggévonal a felszin és a geoid kozotti térrészben nikusasn meghatarozhato.

A tér egy tetsé@leges pontjadban a potencial gradiens vektora itatekintve, megegyezik
ezen a ponton atménfiiggovonal éring vektoraval. Igy a figgvonal differencial
egyenletrendszerrel irhato fel egy alkalmas vetidetdszernek (esetiinkben EOV — Egységes
Orszagos Vetllet) megfetelderékszog koordinata-rendszerben. Ez magaban hordozza a
Fold gorbuletének elhanyagoldsat, de tekintve agélati terllet kis kiterjedését, amely
kisebb mint 1000 krx 1000 km, még megengedbet

A fuggévonal differencial egyenletrendszerét numerikuddottuk meg az Euler és Bulirsch-
Stoer egylépéses modszerek alkalmazasaval. Kimkjadtbgy az Euler médszer tényleges
hibajanak (a kerekitési hiba és képlethiba dsszts) korlatja a szamitasi tartomanyban
dupla pontossagu szamabrazolas mellefil@:2m.

A fuggovonal térgorbéjének lokalis leirasara a Freneté¢igenleteket hasznaltuk. A Frenet-
féle egyenletekhez sziikséges gorblleti és a tgrai@métereket kapcsolatba hoztuk a
potencial magasabb, masod - illetve harmadietativaltjaival.

A numerikus megoldasokat tesztszamitasokkal hastnk Ossze. Négy teszpontot
valasztottunk, amelyek kdzul harmat Magyarorszagléeen, a negyediket pedig a Keleti-
Alpokban rogzitettik. Megallapitottuk, hogy 1) altibozs mddszerekkel meghatarozott
fuggdvonalak nem térnek el egymastdl szignifikansan deti@ltal Iétrehozott tomegvonzasi
térben, 2) A szamitasi eredmények alapjan a homsigéeédieloszlasu témegeken athaladé
fuggévonal egyenes szakasznak tekinthet vizsgalt -3000 m< z < 0 m magassagi
tartomanyban. A flgiyonal j6 kozelitésben megegyezik azzal az egyeheas®lynek
iranya egybeesik a kezdeti magassaghoz tartozozségié gyorsulas vektor iranyaval.
Megvizsgaltuk a modellfelbontas hatasat a tiugmal alakjara. Ehhez a Pannon-medence
DEMS500 digitalis terepmodell alapjan alakitottuk kiajd ezt koveéten ezt a modellt
beagyaztuk a teljes Pannon medencét efeHdOPO5 alapjan generalt topografia derékézog
hasabmodelljébe. A topografianak az igyaditott részletesebb modellje 161243 valtozo
méreti derékszog hasabelemet tartalmaz. A fliggpnal linearitdsat kis mértékben ugyan, de
torzitja, ha a szamitasokhoz részletes digitalreptaodellt hasznalunk. Esetiinkben az
alkalmazott egy nagyséagrendnyi felbontds névekéblésn x 5 km helyett 500 nmx 500 m)
sem okozott jelelds gorbilet és torzié valtozast. Ugyanigy a homogéniségeloszlas
inhomogén eloszlas feltétele is csak tizedmillimée 0.7 mm) nagysagu eltéréseket
eredmeényezett a vizsgalt tesztpontban.

A Karpat-medencére és orogén kornyezetére megWiakga Pizzetti- és a Helmert-féle
vetitési modszerekkel levezethietizszintes geodéziai koordinatadk kozotti kulonteseg. A
szamitasokat 5 km 5 km -es racshald pontjaiban végeztik. Kimutathdgy Magyarorszag
terlletén a horizontalis koordinata eltérések maxira 2 cm, mig a Keleti-Alpokban elérheti
a 20 cm -t is. A féldkéreg inhomogéfirgségeloszlasabol addédo horizontélis koordinata
eltérések becslése a Kozép Eurdpa teriletére gmpelikus $iriiségeloszlast modellen
tortént mivel a vizsgalatok elvégzésekor még ndhréidelkezésre a topografia inhomogén
siriségmodellje. A&riiség értékek altalanossagban jol jellemezték a m@iegtomegeket a
sik és hegyvidéki tertiletek megkulonboztetesévelsag az aktudlis térbeli eloszlasuk volt

89



11.1.2 A Pannon-medence szintetikus modelljéneklatiazasa a nehézségbtér paramétereinek vizsgalatara

fiktiv. Geoldgiai szempontbdl fiktiv, de redlis ZLRG/NT < Propo< 2900 kg/m kézetdiriség
hatarok kozott véletlensZen valtozd témegeloszlast topografia-modell segéteél
vizsgaltuk, hogy milyen hatdssal van @&riség inhomogenitds a szamitott koordinata
kulonbségekre. Maximalisan 10 % -os eltérést taplank a homogén és inhomogén modell
eredményei kozott, tehat az inhomogémiiségeloszlasanak hatasa nem elhanyagolhaté.
Mivel nem ismerjuk a topografiai tomegek valodiriségeloszlasanak helyfiggését ezen
eltérés-vektorok hosszara adott becslés nagysggrastelmezhét Ennek alapjan, ha
homogén témegeloszlast és viszonylag durva fellsantéerepmodellt alkalmazunk, a
szamitott koordinata eltérések atlagosan 20% déahkidzhetnek a valds helyz@tt

Hasonl6 vizsgalatokat Dennis and Featherstone (2888 4k végeztek. Egy 8 km
magas €és horizontalis iranyban 62 km kiterjédésagashegység egysieszintetikus
modelljét alkalmaztak a modell alapjan szimulaltbdaortométeres magassag és a geometriai
(ellipszoidi), dinamikai, normal, Helmert, Mader,efthammer ortométeres magassagok
0sszehasonlitdsara. A szintetikus modell szimmedri&az tengelyre nézve, mely tengely
egyben a geometriai (ellipszoidi) magassag is. Alellcl6 darab, |épészefien egymasra
helyezett homogénigisédi derékszog hasabbdl all, minden deréeks#dgasab magassaga
(kiterjedése z irAnyban) 500 m, mely modell altahgralt szintetikus tomegvonzasbteér
paramétereit a Nagy et al. (2000) —ban k6zolt tkas képletekkel szamoltak.

Benedek (2000) és Benedek (2001) cikkekben a gevimn adatok &riiségének
hatasat vizsgaltam a Stokes-FFT modszerrel szamgéotdundulaciok pontossagara.
A Kérpat-Pannon régidé litoszféraiiriségmodelljének felhasznéldsaval analitikus Uton
konzisztens tomegvonzasi rendellenességga) €s geoidundulacio (N értekeket
szamitottam. A topografia modellje a Pannon-medddeponti részét leird6 500 m 500 m
horizontalis felbontasit DEM500 digitalis terepmadded a teljes Pannon medencét léfed
ETOPOS5 alapjan készilt az automatikus derékshi@gpabgeneralas algoritmusaval (Kalmar
et al. 1995). Az éallitott modell 161243 valtozé méteterékszog hasdbelemet tartalmaz.
A modellezett tartomany horizontalis kiterjedésé@4&«m x 1000 km, amely méret még
lehetivé teszi a Fold sik kozelitését (flat — Earth agpnation). A [-300 km, 300 kmk
[-150 km, 250 km] EOV sikkoordinatakkal jellemzétiletet lefed kilénbod beosztasu
sikhaldk (10 kmx 10 km, 5 kmx 5 km, 2.5 kmx 2.5 km, 1 kmx 1 km mérei) pontjaiban
geoidundulacié és tomegvonzési rendellenesség edékszamitottunk. A tdmegvonzasi
rendellenesség értékeket a sik kozelitést alkalm&tokes-FFT transzforméaciéval
geoidundulacidkka (Nt) alakitottam. A két kulonb@z Gton szamitott geoidundulacié
ertékek kulonbségének valtozasat, vagyis a numenkegoldasnak (My) az analitikus (IN)
megoldashoz valdé konvergencigjat vizsgaltam stikaz paraméterek segitségével a
pontdiriség fuggvényében. Figyelembe vettik, hogy a modeldnalitikus uton a
racspontokban a témegvonzasi zavar szamithat®€E /aR tag hozzaadasaval allithatjuk el
a tomegvonzasi rendellenesség értékeket. A szakitdapjan a numerikus megoldas-£N
konvergencidja az analitikus geiodunduléciohog {iNvbz) a 2.5 km racstavolsagnél leall. A
racstavolsag 1 km-re csokkentése nem hozott éfemlghvulast az ) és az Ner adatok
konvergencigjaban. Az ellentmondasok cstkkenéseoghmilag megsiént a 2.5 km-es
racstavolsagnal annak ellenére, hogy spektralisgaiatok szerint aAg. adatokban
szamotte¥, a zajszint folotti informacio tartalom van. Ezt anformaciot az FFT-vel
megvalositott numerikus konvollci6 nem tudta fedoid és ennek eredményeképpen
+ 3 cm -nél jobb egyezés az Ms az Mt adatok k6zott nem volt elérldet

A fenti vizsgalatokhoz kapcsolédnak Nagy and Fur990) eredményei, amelyben
modellszamitassal vizsgaltak az FFT transzformhibait a lokalis geoidszamitasban. Mivel
az FFT transzforméciéba bendemdatok (esetlinkben a témegvonzasi rendellenestxdeié)
nem periodikusak és nem végtelen kiterjgée&s az FFT -vel éllitott spektrumban az un.
spektral leakage (spektralis szivargas) jelendiégkaenciak torzulasat okozza. Ezért elterjedt
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gyakorlat, hogy a mintavételezett adatok transzédamdé szakaszat egy Un.
ablakfiggvénnyel megszorozzak és a transzformasiéak ezutan hajtjak végre. A Stokes
képletben a linearis konvolucio kiértékelése helget FFT ciklikus konvollcio hasznalata
szintén a spektrum meghamisitasat, eltorzitasazekdA\z ebbl adodoé hiba csokkentésére a
,2ero padding” technikat alkalmazzék. Nagy and H1:§90) modellszamitassal vizsgaljadk a
spektralis szivargas és a ciklikus konvolucié abebzott numerikus hibakat, illetve ezeknek
a hibaknak a csokkentését az ablakfiiggvény és ,padding” eljardsokkal. A modell
kiterjedése 80 kmx 75 km, 64 derékszd@ighasabbdl all. A modell alapjan konzisztens
analitikus mennyiségeket szamitottak (geoidundalési tomegvonzasi rendellenességek). A
vizsgalatok az analitikus és numerikus aton (FFI)-vezamitott geoidundulaciok
dsszehasonlitasaval torténtek.

Hasonlé vizsgalattal talalkozunk a Tziavos (199&klwen, melyben tesztelte a
kilénb6d FFT geoid szamitasi technikakat. Az OSU91 globgk®potencialis modellre
kulonbo® alul ateres#t szirét (OSU91 modellt kilonbdzfokszamnal vagta le) alkalmazva
szintetikus modelleket allitott &l Ezeknek segitségével tesztelte a Stokes képletikek,
illetve gombon egy, illetve kétdimenzids (1D, 2D§T-technikaval tortéh szamitasat. A
szintetikus modellek segitségével konzisztens ténezasi rendellenesséfgsy) €s geoid
undulacié (Nv) értékek allithatok él A szintetikus modell tomegvonzési rendellenesség
ertékei az FFT beménadatai, az eredmény az FFT-vebalitott geoidundulacid értékek
(Np). A numerikus szémitasokat Eurépat és kornyékétdde 63.9 x 63.9 terlletre,
7.5 . x 7.8 racshalé pontjaiban végezte, mely pontokban a hédon eballitott
geoidundulacio (Mw, Np) kilbnbségek statisztikai elemzésével 0sszehdstinliaz egyes
FFT moddszerek (2D sik FFT, 2D goémbi FFT, 2D tobbsagmulti-band) gémbi FFT, 1D
gombi FFT, 2D sik FHT) szamitasi pontossagat ésgényeét.

Novak et al. (2001) a Tziavos (1996) vizsgalatahegonl6éan a Kanada terlletére
eléallitott regionalis nagypontossagu geoid szamitsalkalmazott két numerikus moédszer,
a diszkrét numerikus integralas és az 1D-FFT peatgi vizsgaltak szintetikus adatokon. A
szintetikus adatokon térténvizsgalat alapjan a geoid rovidhullamu komponerseem
pontossaggal hatarozhatok meg a két numerikus ragész
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[I.2. Poliéder térfogatelem alkalmazasa lokalis, rgionalis/globalis
modellezésben

A tobmeghatas modellezése a fizikai geodéziaban skantossagu. A topografia
redukcidjdhoz, az izosztatikus redukciohoz, az R{R¥zidual Terrain Modellin), az RCR
(Remove-Compute-Restore) modellezési eljarasokmrgikseges a topografiai tomegek
tomegvonzasi éterének szamitdsa, amely a Newton integral megaidéenti. A Newton
integralt a tér vagy a frekvencia tartomanyban sit@atjuk.

A tértartomanyban édllitott megoldas a Newton integral analitikus vamymerikus
kiértékeléseét jelenti. Ehhez altalaban a tomegetymek a hatasat szamitjuk (pl. topografia,
izosztatikus tomegek) véges szamu térfogatelemmgudoés ezeknek a hatasat 6sszegezzik a
szuperpozicio elve alapjan. Lokalis modellezésalétl a sik kozelités még alkalmazhatd, a
leggyakoribb a modell deréksZzbdhasab térfogatelemekre valé felbontasa. Ezen kavil
szakirodalomban a poliéder, hengdngly elemekre val6é felbontassal is talalkozunk.
Regionalis/globalis modellezésnél, ahol mar a sikekités nem alkalmazhatd, a modellezést
pl. tesszeroid (gombi deréksibghasab), poliéder térfogatelemekkel végezhetjik.
Alkalmazhatunk olyan térfogatelemeket, amelynek dgwonzasi potencialjat és annak
derivaltjait analitikus képletekkel leirhatjuk, nipl. deréksz6g hasab, poliéder. Az olyan
térfogatelemek mint pl. a tesszeroid, gdmbsapkambgiy, hengergyrii esetén a
tbmegvonzasi potencidlra és derivaltjaira csak igpecesetekre vonatkoz6 analitikus
képletek léteznek (Id. pl. Damiata and Le 2002). &alanos esetekre a Newton integralt
numerikusan oldjuk meg. Numerikus megoldasokat Rkpa Newton integralt kozetdit
kubatura formulak segitségével, vagy a térfogatedgyszeiibb 3D (pl. derékszdghasab),
2D (pl. lemez) térfogatelemmel vagy a legegyslabrtomegponttal valé helyettesitésével,
amennyiben a kivant pontossagot a kozelitésselvel&ti hiba még biztositani tudja. A
gyakorlatban a legelterjedtebb numerikus médszeFRE technika, mely az analitikus és
egyébb numerikus modszereknél joval gyorsabb, wiszo mddszer konvergenciaja csak
bizonyos feltételek mellett teljestl. Egy mésikréya, hogy a szamitasi pontoknak azonos
magassagban egy racshalon kell elhelyezkedniik.

Mind a geofizikai, mind a geodéziai gyakorlati dikazasokban (pl. topografiai
korrekcio) elterjedt a derékszibdpasab térfogatelem hasznalata (Everest 1858, MéanM
1930, Mader 1951, Haaz 1953, Nagy 1966a, b, Na@®@,18ilahi-Sebess 1966, Goodacre
1973, Waldvogel 1979, Banerjee and Gupta 1977 sBdad Ferland 1984, Forsberg 1984,
Steiner és Zilahi-Sebes 1988).

Egy masik sajatos poliéder az egyenes hasab, dimeggvonzasi rendellenességének
szamitasaval és alkalmazasaval a terepi korrekraénisasara Plouff (1976), Cady (1980)
cikkek foglalkoznak. Zhou et al. (1990), Smith (PO Smith et al. (2001) cikkek a
csonkahasab tomegvonzasisterének szamitdsat és a csonkahasédb terepi kdrrekci
szamitasat targyaljak.

Tsoulis (1998, 2001a) nagyon valtozékony terepéesatterepi korrekcido szamitasara
az analitikus és félanalitikus (deréks#dlgasab, poliéder, felszint bilinearis lapokkal valo
kozelitéssel éhllitott térfogatelemek) modszert kombindlta a gydfFT numerikus
modszerrel. Mint ismeretes ez utdébbi mddszer kageresidja, illetve a gyors konvergencidja
az FFT sol ™2, n = 3, 5, 7,... magfiiggvényének a szamitasi pontbah szihgularitasabol
adodoan csak bizonyos feltétel mellett, éspedayepvaltozékonysagot jelleids mutatonak
az s=Ab/l =(z —zp,)/vetoXyPP' <<1 feltétele mellett teljesulP-vel a szamitasi pontot,

P’-el aP kornyezetében lévpontot jeldltem] a PP’ tavolsaga a vizszintes sikbain aP és
P’ magassagkulonbsége. Ennek kiklszobolésére tobbszmddl taldlkozunk, pl. az
flggvény regularizdcidja a szamitdsi pont koruldégs 1984) vagy ad flggveny
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modositasaval (Forsberg 1984, Sideris 1985). Ts@u#98) Parkerhez hasonl6éan kombinalt
modszert javasol. A szamitasi pont kérnyezetébeairggularitasoktdél mentes analitikus és
félanalitikus eljarasokat, a szamitasi ponttdl talbb az FFT modszert alkalmazta. Tsoulis
(2001a) vizsgalata alapjan valtozatos topografietées a szamitasi pont kornyeztében a
topografianak poliéderrel illetve deréks#dupsabbal vald leirdsa mGal nagysagtiesltérést

is eredményezhet a terepi hatasban.

Tsoulis (2003a) vizsgalta a topogréfiai korrekci&egott eltéréseket a topografianak
deréksz6g hasab illetve poliéder térfogatelemekkel valédsaibdl addéddan. A szamitasokat
az Alpok 20 kmx 15 km -es, 50 nx 50 m felbontasu nagyon valtozatos terliletére wégez
Atlagos eltérésnek 1 mGal, maximalis eltérésnek Gamkoruli értéket kapott. Tsoulis
(2003b, Tsoulis et al. 2003) ugyanerre a terilétrefélanalitikus eljarast is alkalmazott a
terepi korrekcio szamitdsara. Ez esetben négy samtus racsponttal meghatarozott
térfogatelemre a felszint modellelapot a négy racspontban bilineéris fellletet lgjeErre a
térfogatelemre a Newton harmas integral atalaldthegyes integralla, melyet standard
numerikus modszerrel (Simpson formula) szamitokiakDsszehasonlitva a félanalitikus és
poliéderrel végzett analitikus megoldast Tsoulisaazeredményt kapta, hogy a két modszer
azonoshak tekinthétpontossdg szempontjabdl, viszont a szamitésigénye a félanalitikus
megoldasnak valamivel kedui.

Hasonlo eljarast alkalmaz Garcia-Abdeslem and Matienza (2001), akik a DTM
pontjaira spline interpolacioval illesztenek felaée A harmas Newton integralt hasonléan
Granserhez (1987) ké# integrélra redukaljak, majd ezt 2D numerikusgrdééssal, Gauss-
Legendre algoritmus alapjan szamoljak ki. Li et @1990) a haromszdgalapu hasab
tomegvonzasi hatdsanak komponensét hasonléan szamolja, térfogatintedrdktiilet
integralra tér, majd ezt numerikusan a Gauss kwadraformulaval eéallitott kubatura
képlettel szamolja.

Ehhez hasonlé megoldasokkal Talwani and Ewing (),968kin and Talwani (1966)
cikkekben taldlkozunk. Ha a 3D test egyik dimereidpllahoz tart, akkor a 3D test egy 2D
lemezzé redukalodik. Talwani and Ewing (1960) 3Btde vizszintes sikokkal metsz el, a
metszési gorbéket poligonokkal kozeliti meg és eekka 2D poligonlemezeknek
tbmegvonzasi hatasat analitikusan szamolja. Ezdliatien z magassagban, amelyben a 3D
testet elmetszette a szamitott analitikus értégj@aegyz szerinti figgvényt hatdroz meg
diszkrét pontokban. Megfelel szamu horizontalis metszés alkalmazasaval a 3D tes
tomegvonzéasi hatdsanak egy kozelitését kapjuk zkréis pontokban megadott fliggvéay
szerinti numerikus integralasaval. Talwani and Ewirf1960) vertikalis metszetek
segitségével a 3D testet 3D elemi testekkel, cs@nkazeletekkel kozelitette. Erre az elemi
testre analitikusan szamithatok a tomegvonzasnpatkeés a potencial lsendi derivaltjai.
Ezt az eljarast terepi korrekcié szamitadsara alaaten

A frekvenciatartomanyban a megoldas a Newton idlegdmbflggvény sorfejtését
jelenti, melyet &ltalaban globalis/regiondlis viakgokhoz alkalmaznak (Rummel et al. 1988,
Tsoulis 2001b, 2004, Tsoulis and Stary 2005, Nauadk Grafarend 2006). Regionalis/lokalis
modellezés esetén a rendelkezésre all6 nagyfekonfaTM modellek témegvonzasi
hatasanak szamitasa gombfluggvény sorfejtéssel mwmerproblémakhoz vezet a
felbontasbdél ad6dé nagy fokszam miatt (Holmes agatierstone 2002).

Kuhn and Seitz (2005a, b) cikkekben vizsgaljak €széhasonlitjak a Newton integral tér és
frekvencia tartomanyban adott megoldasait.
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[1.2.1. Lokdlis modellezés: Poliéder térfogatelem |lkalmazdsa a nehézségi étér
paramétereinek kiszamitasaban

A vizsgélat eredményei hazai (Benedek 2002) ésiklilijpublikaciokban (Benedek 2004)
megjelentek.

[1.2.1.a) A vizsgalat célja, égmenyek

A tbmegvonzési étér szintetikus modellezésének pontossagaisetban az alkalmazott

siriségmodell geoldgiai és geometriai paramétereinektogitasaval lehet novelni. A

poliéder térfogatelemek alkalmazasa a hatarfekilgte felszini topografia) geometridjanak a
deréksz6f) hasabhoz viszonyitva realisztikusabb leirasai tebetivé. A hatd felszinéhez,

vagy diriségugréas felszinéhez kdzeli pontban a tomegvonzésinyiségek (geoidundulacio,
tomegvonzasi rendellenesség) leirasa pontosabbétd,teha a pont kornyezetében a
hatérfellletet minél részletesebben tudjuk leirni.

A vizsgalatok célja a tdmegvonzasiotret leird fuggvények (potencial, potencial
magasabb reridderivaltjai) szamitasa a topografia poliéder tgatelemmel @allitott 3D
siriségmodelljebl és az eredmények 0©sszehasonlitAisa a topografieeksdéd
hasabmodelljgii kapott eredményekkel. A kétféle reprezentacio pjala kerdlt
0sszehasonlitdsra 1) a topografiai tdmegek altalergét témegvonzasi zavar, 2) a
geoidundulacié. Ennek alapjan becslést tudtam admeknek az eltéréseknek a
nagysagrendjére.

Ehhez hasonl6 vizsgalatot Tsoulis (2003a) végmedlyben a topografiai korrekciot
az Alpok egy 20 kmx 15 km, nagyon valtozatos, 50 m 50 m felbontasu tertletének
derékszo@l hasab és poliéder modelljélbszamitotta. A kétféle modellelemmelséllitott
topografiai korrekcio atlagos eltérése 1 mGal, ximalis eltérés 8 mGal koruli érteknek
adodott. Az eltérések nagysaga jol korrelal a tesdmzékonysagaval.

11.2.1.b) A Pannon — medence deréksizbigsab és poliédetisiségmodelljeinek kialakitasa

A foldfelszini topografia 3D derékszdnasab és poliéder modelljeit két teriletre, a Bann
medencét és Magyarorszagot léfadriletre készitettem el, azébbit az 5 kmx 5 km-es
horizontalis felbontasu digitalis terepmodélib(ETOPO5), az utObbit a magyarorszagi
500 m x 500es digitalis terepmodelth (DTM500) vezettem le. A két modell
[-700 km, 700 km]x [-300 km, 680 km] illetve [-266 km, 310 knq [-168 km, 184 km]
centralis EOV sikkoordinatakkal jellemzett teritdeal le.

A deréksz6g hasabelemekih allé modellek eballithsa két modszerrel, a minimalis
elemszamot tartalmazo (Kalmar et al. 1995, Papp akiar 1996) illetve a digitélis
terepmodellek racspontjaihoz hozzarendelt elenéld=0g hasabok generalasaval torténtek.
Az elemi derékszdghasabok magassagai megegyeznek a racspontok dmgédskeivel, a
hasab alapjanak méretei pedig a DTM racstavolsdgaemosak (I.1. abra). Az adott DTM
alapjan elkészithét derékszdég hasabmodellek kozil az elemi derékszdgasabokkal
eléallitott modell a legrészletesebben irja le a towoegasi teret. A valtozO métet
deréksz6g hasdbmodell a részletes derékszbigsabmodellnek egy kdzelitése, és nala jéval
kevesebb (kb. feleannyit) térfogatelemet tartalmaz.

A Pannon-medence topografidjanak kosdelierékszog hasabmodellje 34003 deréks#og
hasabot tartalmaz, mig az elemi derékéztigsabokbdl all6 modelljében az alkotdéelemek
szama 54466. A DTM500 alapjan Magyarorszag tenideté&sziilt kétféle derékszig
hasabmodell 127428, illetve 463169 térfogategysémealmaz. A két DTM alapjan a két
terllet topogréfidjanak poliéder elemékhlld modelljeit is ebéllitottam.A Pannon-medence

v
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Magyarorszag topografidjanak poliéder modelljébemlaotéelemek szama 929628. Mivel a
modellezett teruletek kiterjedése még megengedikakézelitést, sajatos poliédereket,
haromszdgalapu csonkahasabokat hasznaltam (lbr&). A haromszdégalapu csonkahasabok
alapjanak csucspontjai szomszédos racspontok, étéitaék hossza racspontokhoz tartozo
magassageértékek (Il. 2. abra). A DTM szomszédoyg oggcspontjaval a két haromszdégalapu
csonkahasab kialakitasa nem egyértelm DNY-EK és DK-ENy iranya atlék mentén
kétféleképpen alakithatjuk ki a haromszoglapokadt? (labra). A vizsgélatok sordn a
haromszoglapok generalasahoz a DNY-EK iranyu fetisiralkalmaztam.

X X
II.1. Abra. A DTM racspontjaiban adott magassag |l.2. &bra. A DTM szomszédos racspontjaihoz tartozé
értékekkel generalt derékszblgasabok magassagértékekkebdllitott haromszdgalapu

csonkahasabok a DNY-EK és DK-EXgny( atlok menté
valo kialakitasanak két lehetséges modja
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A topogréfia kétféle derékszidnasab modelljéh és a poliéder modelljéb szamitott
tobmegvonzasi éter paramétereinek kozotti eltérések a felszinékétfa lepass (derekszoi
hasab modell) és az ugrasmentes (poliéder mod@Bshbdl adodik. Az eltérések alapjan
valaszt tudunk adni arra, hogy a vizsgalt esetekbiyen feltételek mellett helyettesithetjuk
a részletesebb, am nagyszdmu térfogatelemet tatélipoliéder modellt olyan deréks#og
hasabmodellel, amely j6l kozeliti ezt adteret, illetve milyen esetben indokolt a poliéder
modell alkalmazésa.
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I1.L2.1.c) A nehézségi &€ér paramétereinek kiszamitasa direkt modellezésael
Pannon—medence deréksiédmsab és poliéderisiseégmodelljei alapjan

A vizsgalatokat két kulonb®éz kiterjedés terlletre végeztem. Egyik ezek kozll a
Magyarorszag teriletét magaba foglalo [-400 km, K@D x [-230 km, 350 km] an. centrélis
EOV koordinatakkal megadott tertilet (11.4. dbra)sZamitasokat erre a tertletre vonatkozéan
a geoid szintienH = 0) felvett 5 kmx 5 km-es racshalé 18837 pontjaban, az ETOPO5
alapjan generalt modellekkel végeztem. A masik légriEszak-Kozép Magyarorszag
[-25 km, 140 km]x [-50 km, 100 km] centrdlis EOV koordinatakkal gfizett terllete
(I1.5. abra). A szamitasokat a DTM500 alapjan gélenodellekkel, a geoid szintjén felvett
1 kmx 1 km -es racshalé 25066 pontjaban végeztem.

A racspontokban szamdit= V- Vs mennyiséggel, ahd a modellll, Vs pedig egy
alkalmas vonatkozasi (atlag) modélllszamolt tomegvonzasi potencial, a valoditér altal
generalt potencialzavart tudjuk modellezni (Papp6l). Hasonléan a modell altal generalt
potencial elérendi derivaltja segitségével modellezhetvalddi tomegvonzasi zavar a

&, =0V/az-(0V/dz),, =g, -(9,), =0T/dz (1. 1)

egyenbség alapjan, aholdV/oz a modellre, dV/02)s az éatlagmodellre vonatkozo
mennyiségek. A geoidunduléciét &résségmodellbl az N = T / y Bruns képlet alapjan
szamitottam, aholy a normal nehézségi gyorsulas. Osszehasonlitottatopagrafiat
kulonbo® részletességgel leird modellek altal generalt gwoezasi eftereket. A poliéder
modell témegvonzasi éterét viszonyitottam rendre mindkét derékszolgasabmodell
erdteréhez. Az eltéréseket a geoidundulaciokban ésdiaomzasi zavarban szamitottam ki.

400000 il -

R 100000+ T it

Y[m]

-100000-] . L

d Y, S

-600000 400000 -200000 ) 200000 ~200000 -100000 0 100000 200000 300000
X[m] X[m]
Il.4. dbra. Az5 km x 5 km-esDTM-#la I.5. &bra. Magyarorszagi 500 m x 500 m-es DTNtb
Pannon—medenCére készitett d_omborzatl térkép készitett domborzati térkép. A koordinatak cergrElOV
részlete. A koordinatak centralis EOV rendszerben adottak. A szamitasokat a téglalalp alta
rendszerben adottak. A szamitasokat a téglalap lefedett teriileten végeztilk
altal lefedett teriileten végeztik

Magyarorszagot leféd terlleten szédmolt geoidundulacio értékek alapjan
megallapithatd, hogy a Pannon-medence topografeijét poliéder és a kétféle deréksizdg
hasab modelleldd direkt modellezéssel @&llitott geoidundulaciok kozotti eltérések
statisztikai hasonl6 értékek. A poliéder és a dezé#i hasadb modellek altal generalt
geoidundulaciok kozotti eltérések atlaga 3 cm, &arpedigt 2.5 cm korali értékek, az
eltérések elérhetik a -9 cm -t is (ll.1.a tablazat)ll.6. és Il.7. dbran lathatd, hogy a két
térfogatelemmel szamolt geoidundulaciéban kifefezdtérések Magyarorszag teriletén

kb. 0 cm (M.o. keleti részén) és -4 cm (M.o. nyugaiiletén) kdzott valtoznak.

96



[1.2.1 Lokalis modellezés: Poliéder térfogatelekaihazasa a nehézségber paramétereinek kiszamitasaban

A Pannon-medence topografidjanak poliéder és akslEigi hasab modelleki
szamolt tdmegvonzasi zavaigf) kdzotti eltérések atlaga a szamitasi terilet@nl-mGal, a
szorast 0.5 mGal, az eltérések minimuma — 3.2 mGal, maxim&® mGal koruli értékek
(IL1. b tablazat). A Il. 8, Il. 9. abran a kulor#sd modellek 6sszehasonlitasaval kapott
tdbmegvonzasi zavarban megmutatkozo eltérések sagkirképei lathatok.
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I1.6. &bra. Geoidundulacié kilénbségek az ETOPOS5 alapjan egidia poliéder térfogatelemmel illetve a
racspontokban generalt deréksizdgsabelemmel szerkesztett részletes 3D modéliskbmolva.
Szintvonalk6z: 1 cm. Hattérben a domborzati télképato
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I1.7. &bra. Geoidundulacio kilonbségek az ETOPOS alapjapagi@fia poliéder modelljébilletve a kbzelid
derékszdg hasdbmodellll szamolva. Szintvonalkdz: 1 cm. Hattérben a domdmntérkép lathatd
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11.8. abra. Témegvonzasi zavar kilonbségek sziirkeségi tér&g el OPOS5 alapjan a topografia poliéder
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II.1. tablazat. A topogréafidnak az ETOPQOS5 alapjan, kilonbtérfogatelemekkel generalirdségmodelljeibl,
800 kmX 580 km kiterjedég 5 kmX 5 km -es racshalé 18837 pontjaban szamitott:

a) geoidundulacioé értékek kilénbségeinek statigetik

Kilénbségek kilbnbségek atlaga kilonbségek széras minimum maximum
[cm] [cm] [cm] [cm]
N1-N» -2.6 +14 -8.7 11
Ni-N3 -3.4 +2.3 9.4 2.5
b) tdmegvonzasi zavar értékek kilonbségeinek stdté&zti
Kilénbségek kilbnbségek atlaga kilonbségek széras minimum maximum
[mGal] [mGal] [mGal] [mGal]
00;-0g, -0.06 +0.4 -3.2 55
00;-0gs -0.2 +0.6 -3.2 5.4

1 — a poliéder;— a részletes deréksZbhgasabmodell —a kozelib derékszog hasab modell torténs
szamitast jelenti

A kisebb szamitasi teriileten (Eszak—Kozép Magyaégsa vizsgalathoz a nagyobb
felbontasd DTM500 digitalis terepmodell alapjan Maprszag topografiagjanak két
kulonb6d mddon eballitott derékszog hasabmodelljét és poliéder modelljét hasznaltam. A
eléallitott siriségmodellek alapjan a szamitasok a 11.5. dbramt@ttéglalap altal lefedett,
165 kmx 150 km kiterjedég 1 km x 1 km racshalé pontjaiban torténtek (25066 pont).
Magyarorszag topografiajat kulonkbeszletességgel leird modellékla 25066 racspontban
szamolt geoidundulacio ertekek kozotti eltéreséhtganalas térképe a 11.10. és I1.11 abran, a
tomegvonzasi zavarban megmutatkozo eltérés sziakasnérképek pedig a Il. 12. és a 11.13.
abran lathatok. Az eltérések statisztikait a l&Bldzat tartalmazza. A tbmegvonzasi zavar €s a
geoidundulacié a poliéder és a részletes hasdbmedetében azonosnak tekinthea
szamitéasi terileten.

A polieder és a kozelit hasdbmodelll szamitott geoidkilonbség térképén
(Il. 11. &bra) lathatd, hogy az eltérések a visiammplacsony és simabb terlileten, a szamitasi
teriilet D -i részén (Alféldi és Eszaki Kozéphegysatilkozasanal) nagyobbak, amely a
kozelitv derékszog hasdabmodell éBllitasi modjaval magyarazhatd. A kozélderékszod
hasabmodell a topografianak a tolerancia paramétefpsetiinkben 10 m) kisebb
magassagvaltozasait nem tudja modellezni. Ha satodea paraméter nagyobb, mint a tertlet
magassagvaltozasa a kozelierekszog hasabmodell algoritmusa a teriletet egy derékiszog
hasabbal modellezi. Az alacsony terlleteken (<rhd@ szamolt tomegvonzasi mennyiségek
10 m-nél kisebb magassagvaltozasm kpordinatavaltozasra) jutdé valtozas mar nem
elhanyagolhatd. Magasabb terilileteken kismértérgassag valtozas hatasa a tomegvonzasi
mennyiségekben mar nem mutatkozik ennyire jékem. Igy a részletes poliéder modélib
és a kozel@t derékszog hasabmodelll szamolt geoidundulacié értékek kdzotti eltérés az
alacsony tertleten 3 cm koruli erték (11.11. abraxeszletes poliéder modellel és a kozelit
deréksz6g hasdb modellel szamolva a tdmegvonzasi zavarbamatkoad -eltérések
minimuma az alacsonyabb tertleteken kb. - 1.5 m@akimuma kb. 1.2 mGal (1.13. abra).
Tehét a topografidnak a DTM50@Hkeléallitott kozelith derékszog hasdbmodelljének és a
polieder modellje éitereinek 6sszehasonlitasaval az alacsonyabb w&kéleta szamitott
tdbmegvonzasi mennyiségekre (geoidundulacio, tomeza& zavar) kapott viszonylagosan
nagyobb eltérések a kozélimodell generalasi modjaval magyarazhatokz A 0 szamitasi
szinthez kozeli magassagi szinten, esetiinkben azsaly tertleteken, amely terileteket
altalaban kis magassagvaltozas jellemez, a kézddtékszog hasabmodell és a poliéder
modell horizontalis felbontasabdl adddé kilonbsélgatasa diteljesebben jelentkezik, mint
a magasabb teruleteken (II. 11, 1l. 13. abra).
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[1.10. abra. Geoidundulacié kilénbségek a DTM500-bél polié@efagatelemmel illetve a racspontjaiban

generalt derékszdichasabelemmel szerkesztett részletesidisgégmodelljeiil szamolva.
Szintvonalkéz: 0.25 cm. Hattérben a domborzatiégdéthaté ki, =70 m,hya= 983 m)
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[I.11. &bra. Geoidundulacio kilénbségek a DTM500-bdl poliédlehie a kdzelid derékszod hasabmodellel
szamolva. Szintvonalk6z: 0.25 cm. Hattérben a domaintérkép lathatéht,, =70 m,hpa= 983 m)
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[1.12. &bra. Témegvonzasi zavar kulénbségek sziirkeségi teradpEM500 alapjan Magyarorszag
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11.2.2 Lokalis modellezés: A poliéder alkalmazassakuti mikrohaldzat tertiletének modellezésében...

II.2. tdbldzat. Magyarorszag topografianak a DTM500 alapjan, Kt térfogatelemekkel generalt
siiriségmodelljeibl, 150 kmX 165 km kiterjedé§ 1 kmX 1 km -es racshalo 15066 pontjaban szamitott:

a) geoidundulacioé értékek kilénbségeinek statigetik

Kilénbségek kilbnbségek atlaga kilonbségek széras minimum maximum
[cm] [cm] [cm] [cm]
N1-N» -0.5 +0.0 -0.7 -0.4
N1-N3 14 1.0 -1.0 3.2
b) tdmegvonzasi zavar értékek kilonbségeinek stdté&zti
Kilénbségek kilbnbségek atlaga kilonbségek széras minimum maximum
[mGal] [mGal] [mGal] [mGal]
00;-00> 0.0 0.1 -1.2 0.9
00;-003 -0.2 0.5 -1.5 1.2

1 — a poliéder;— a részletes deréksZbhgasabmodell —a kozelib derékszog hasab modell torténs
szamitast jelenti

Lokalis modellezés esetében geoidundulacié illatvaegvonzasi zavar pontosabb
leirasara az alacsony terlleteken célsaetopogréafiat minél részletesebben leird modgyl, i
pl. a poliéder térfogategységekbelsallitott modell hasznalata. Altalaban megallapiihat
hogy a dominans haté felszinéhez, vagyrisegugras felszinéhez kozeli pontban a
geoidundulacié és a tdmegvonzasi rendellenességsdeipontosabba telietha a pont
koérnyezetében a hatéarfellletet minél részletesenlmuk leirni.

A lokélis tomegvonzasi étér pontosabb szintetikusséllitasdhoz a poliéder (lokalis hatasok
leirasa) és a deréksAbdnasab (regionalis hatas leirasa) térfogatelem kuoitdsa adhat
optimalis megoldast.

[1.2.2. Lokalis modellezés: A poliéder alkalmazasa soskuti mikrohalozat teriiletének
modellezésében. Mért és modellezett vertikalis grashsek

A vizsgéalat eredményei hazai (Benedek 2002) ésklilipublikaciokban (Benedek 2004)
megjelentek.

I1.2.2.a) A vizsgalat célja, é&kmenyek

A derékszof hasabrdl a poliéderre valo attéréssel a topogridiszint szakadasmentesen
tudjuk leirni. Ha a szamitasokat a topografiai Zglskdzelében végezzik, a derékdzog
hasabmodell Iépés szerkezete miatt a potencial szerinti masodrerid derivaltjaiban
ugrasokat tapasztalunk még viszonylag egyenletesdtioz6 terepfelszin esetében is. A
poliéder térfogatelem hasznalataval a felszin #érh az alkalmazott térfogatelem
geometrigjabol fakad6an kénysizanagassagugrasok nélkil, ezzel a modelib jelenlegi
szamitasokban vizsgatszerinti masodreridparcialis derivalt egy sokkal simabb, a valodi
eréteret jobban jellemizfliggvény lesz.

A vizsgalat célja a BME altal |étesitett soskuszierileten a potencial magasabb
rendi derivaltjainak modellezése a teriilet topografidjarrészietes poliéder modellje
segitségével, majd a modellértékek dsszehasontitasaesi ertékekkel.

Hasonlé vizsgalatot Papp (2001) végzett. A topagrdérékszaog hasabmodelljéh,

a potencial zavaz szerinti masodreridderivaltjai keriltek kiszamitasra a soskuti tesziiet
pontjaiban. Az eredmények alapjan a szomszédosigzmmpontokban (25 m-es tavolsag)
nagy eltérések adodtak, amely sok esetben a tdpmgfélszin valtozékonysaganak kis
mértéke miatt nem tekintieindokoltnak. Ezért a vizsgalatot megismételtenogografia
derékszog hasab modellje helyett poliéder modellt hasznalva.
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11.2.2 Lokalis modellezés: A poliéder alkalmazassakuti mikrohaldzat tertiletének modellezésében...

Jekeli and Zhu (2006) a topografiai tomegek alehegalt tomegvonzési potencidl
masodrend derivaltjait szamoljak analitikusan és numerikusd@ x 10 Kkiterjedés
teszttertleteken, "1x 1" felbontasu DTM-et hasznélva. A szamitdsokhoz gsikektést
alkalmaznak. Az etstesztterllet egy valtozékony, a masodik egy ke¥ésiitozékony terep.

A topografianak véges szamu térfogatelemmel vatddaval és a szuperpozicié elve alapjan
szamithaté a topogréafia tdmegvonzasi potencialjaageak derivaltjai. Az analitikus
megoldasokat a derékszbgasab és poliéder térfogatelemek alkalmazasaaatisattak. Az

1" x 1" felbontasi DTM alapjan kialakithaté za= 0 horizontalis sikban az" 1x 1"
négyzethald, ami alapjan generalhatéak 'az 1" alapu elemi derékszadhasabok. Az =0
horizontalis sikban két haromszdghald kerilt kidfsea, amelyek alapjan generaltak a
haromszdgalapu ferde hasabokat Az egyik esetbémoaniszdgelés az egyenkoRTM hald
dél-nyugat és észak-kelet iranyld, a masik esetkeésaak-nyugat és deél-kelet iranya atlo
segitségével tortént. A potencial masodteddrivaltjait megadd Newton integralzazerinti
integralassal éhllitott 2D integral integralasi tartomanyat négyés haromszog elemekre
bontottdk. Az igy dallitott 2D integralokat numerikusan szamitottakz Ategralando
illetve haromszog) felett linearis interpolaciovaigezték. A szamitasokat a Fourier eljarassal
is elvégeztek, a Parker (1972) illetve Forsberg8B)%ltal kidolgozott moédszerek alapjan.
Felhasznalva a potencial és a potencidl masodrededvaltjainak Fourier transzformaltjai
kozotti kapcsolatot (Jekeli 2003) kiértékelésrellkek a potencial masodreiderivaltjai is.

A Fourier technikat alkalmazé eljarasoknaknsle a kis szamitasi édigény, egyik hatranya,
hogy a szamitasokat csak azonos magassagban ekestyeacspontokban végezhetjik el.
Az analitikus és numerikus modszerekkel szamoltempofill masodrerid derivaltak
pontossaganak 6sszehasonlitasat egy szelvény mengaitett magassagban, a szelvény
legmagasabb pontjatél 10 m magassagban, a szetvéalfmlyezked racspontokban
veégezték. A valtozékony terepen végzett szamitasekén a kétféle haromszogeléssel, véges
elemi (hdromszogalapu ferde hasab) modellek segitségéédlitott analitikus megoldasok
kozott szignifikans eltérés adodott (10 E — 20A&kevésbé valtozékony terep estén az eltérés
1 E alatt maradt, tehat ez esetben a potencial dnésdi derivaltjai flggetlenek a
haromszoghalé kialakitasatél. A két haromszoglefed@zil az 0Osszehasonlitasok
elvégzéséhez azt valasztottak, amely esetén a baogek kialakitasdhoz felvett atlok
végpontjainoz a DTM alapjan hozzarendelt magasdagkiégek egyenletesebb eloszlast
mutattak. Ezzel a hdromszdglefedéssel kapott pmliéuodellldl analitikus Gton szémitott
potencial masodrefidderivaltak j6 egyezést mutatnak a derék§zibgsabmodelll szamolt
analitikus megoldassal mind a véltozékony terepand a kevésbé valtozékony terepen. A
numerikus integralassalégllitott megoldasok fliggetlenek a haromszoghaltakitasatol. A
deréksz6g hasadbmodelld analitikus és numerikus integraldssabadlitott megoldasok
eltérései nagyon kicsiks(0.01 E (rms) a valtozékony terepen0.23 E (rms)) a kevéshé
valtozékony terepen). Az FFT technikdvabalitott megoldasok paramétere a sorfejtés
tagjainak szama. A homogén derivaltak esetén aePdéte megoldasban a tagok szamat
novelve a szamitott érték nem a helyes megoldakboxrergal. A Forsberg altal javasolt
megoldas ezzel szemben minden derivaltra a safegigjainak szamanak novelésével a
helyes értékhez konvergdal. Hatranya Parker megaldészemben, hogy azonos pontossag
eléréséhez a sorfejtésben tobb tag figyelembevsrtikséges, vagyis a Parker megoldasnal
lassabban konvergalé megoldast kapunk. A valtoagkerepen az 1 E alatti pontossag
eléréséhez Forsberg megoldasa esetén a sorfejtézgjpd figyelembevétele szilkséges, a
kevéshé valtozékony terep esetén 5 tag is elégséges
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11.2.2 Lokalis modellezés: A poliéder alkalmazassakuti mikrohaldzat tertiletének modellezésében...

11.2.2.b) A poliéder &riiségmodell kialakitdsa

A litoszféra fel$ szerkezeti egységét, a topografia derékzdmpsab modelljét
helyettesitettem egy részletesebb, a poliéder d&afheilld6 modellel, a tobbi szerkezeti
egyseégek derékszighasabmodelljeit valtozatlanul hagytam. Azért fentészletesebb
topogréfiai modell hasznalata, mivel a szamitdsokodell felszin felett 1 m magassagaban
torténtek, igy ennek a szerkezeti egységnek vagmabyobb hatasa a szamitasi pontokban
kapott értékekre. A topografia harom egymasba $katatt kilénboé felbontasa poliéder
modellje 2288603 térfogatelemet tartalmaz. A leghetodell a séskauti teriilet 10 m10 m
felbontasu DTM -je alapjan készUlt, horizontaliseedése 40 knx 40 km. Ezt a modellt
beleagyaztam a DTM 500 alapjan készilt Magyarorsapggrafia modelljében, majd utolsé
lépésben az igy &llitott modellt pedig beleagyaztam az ETOPOS alapjeszilt ALPACA
régi6 modelljébe. Hasonlo eljarassabalitottam a topografia részletes derékszdgsab
modelljét is (1145015 terfogatelem). A Papp (208lial alkalmazott minimalis deréksZig
hasab elemszamot tartalmaz6 topografia modelljie0OBEB7térfogatelemet tartalmaz. A
szamitasokban topografia mindharom modelljét homajéiség eloszlastnak (2.67 gidm
vettem. A masik harom szerkezeti egységet 6ssARH0 derékszdghasab irja le.

[1.2.2.c) A modellszamitas ismertetése, kovetlsakt

Direkt modellezéssel a litoszféra modélllanalitikusan szamithatd,, a potencial z szerinti
masodrend derivaltja. Alkalmasan valasztott referencia mb¢ellitoszféra modellel azonos
tomedi és tdmegkdzéppontu, geometriailag egydaermodell) U,)rs hatasat kivonva, a
kulonbség a potencialzavaszerinti masodreridderivaltjaként értelmezh&(Papp 1996a).

Tzz = U zz~ (U Zz)ref (”2)

T,; a litoszféra modell lokalis hozzajarulasa a veéliggradiens (VG) értékhez (Papp 2000),
igy:

VG=W,, =dg/oh=0y/oh+T,,. (1.3)
A tovabbi szamitasokban &y/oh vertikalis gradiens normal értékét 3086 E6tvos kéeté
helyettesitettem. A topografia poliéddiriségmodelljét hasznalva, a litoszféra modili
potencialzavar z szerinti masodrerid derivaltjait a modell felszine felett 1 méter
magassagban, 1.1 km 1.1 km horizontalis kiterjedésterilet 25 mx 25 m racshalé
pontjaiban szamitottam. A racspontokban kapott,oternxidlzavarz szerinti masodrerid
parcialis derivalt értékei alapjanséllitott térkép a Il. 14. dbran lathato. A szurlgsérkép
kis négyzeteinek (rasztereinek) mérete azonos st&émlsdggal, szinezése a racspontban
kapott éertéknek megfelign tortént. A szirkeségi fokozathoz tartozo ertekéib5 E6tvos es
915 EOtvos kozott mozognak. A 1l 14. dbran lathdwdgy a szirkeségi arnyalatok kozotti
atmenet fokozatos és a potencialzaxaeerinti masodreridderivaltjanak térképe korrelal a
topogréfidval, ami 6sszhangban van az elmélettabpdgrafia derékszéighasab modelljét
hasznalva a potencidlzavarszerinti mésodrerid derivaltjainak értékeiben a szomszédos
pontok (25 m) esetében is az eltérések igen natploitnek (Papp 2001). A deréks#dg
hasabmodellel tértént szamitasok alapjan elkészitétkeségi térképen (Papp 2001, Fig. 8.)
az arnyalatok kozotti attérés nem fokozatos, misek szerinti masodrerid derivalt
érzékenyen viselkedik a deréks#dasabmodell 1épés szerkezetére.
A tovabbiakban a poliéder modell alapjan szamolt ¥@Gékeket (I. szintetikus VG)
0sszehasonlitottam a rendelkezésemre all6 métékiekkel. A mérési pontok a Il. 14. és Il.
15. 4bran a TP1, TP2, ..., TP6 jeltléssel vannakirfadtve. A szamitott (modellezett)
pontbeli VG értéket Ugy képeztem, hogy a mérésit dométeres racstavolsaggal felvett
koérnyezetének, a topogréfia felszisléd.6 m tavolsagra talalhatd 25 pontban szamit@it V
értékeket atlagoltam. A TP1, TP2, .... mérési pondokla VG értékének szamitdsat
megismételtem a litoszféra modell deréksztigsabmodelljeivel is, az elemi (ll. szintetikus
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11.2.2 Lokalis modellezés: A poliéder alkalmazassbakiti mikrohaldzat teriletének modellezésében...

VG) és a kozellt derékszog hasab modellekkel (lll. szintetikus VG). Az egyesreési
pontban a szamitashoz hasznalt 25 pont szorasal%s lbran a vizsgalt pontokhoz rendelt
fuggoleges szakaszok szemléltetik, a mérések kdzephdfaitvos (Csapo and Papp 2000).
A ll. 15. abran lathaté, hogy a poliéder modélikapott VG értékek egy atlagos értélkt
eltekintve (326+ 136 EOtvos) jol illeszkednek a mérési értékekhez= (0.93) mig a
deréksz6g hasabmodellekkel (a részletes és a minimalis el@mmal generalt modebb
szamitott VG értékek nem képesek visszaadni a méné&ekkel kapott relativ valtozasokat.
A vizsgalat alapjan megallapithatd, hogy a veritikgradiens modellezésére nem elégséges a
topogréfiat léposs szerkezettel (deréksZzbchasab modell) leirni, szikséges a poliéder
térfogatelem alkalmazéasa. A soskuti mintatertletagyfelbontasa 10 m¥ 10 m -es DTM
alapjan készitett részletes poliéder modell felhagsaval szamitott VG értékek, kivéve az
eltolodast, illeszkednek a mérésekkel kapott V@&k&tkhez

-665-560-455-350-245-140 -35 70 175 280 385 490 595 700 805 915 T,,[E6tvos]

Y [m]

29800

29600

29400

29200
-16800 -16600 -16400 -16200 -16000 -15800

X [m]

Il. 14. &bra. A litoszféra modell altal generalt potencidlzavarsodrend derivaltjanak ) szlrkeségi térképe.

szintvonalkéz 5 m. A sikkoordinatak centralis EGMdszerben adottak
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11.2.3 Regionalis modellezés: Az Edtvos tenzor elerak szimulacidja a GOCEithold palyamagassagaban
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I1.15. abra. A mért és szamitott vertikalis gradiens értékekskéti geodéziai hal6zatban, 0.6 m tavolsagra a
topografia felszinét

I1.2. 3 Regiondlis modellezés: Az E6tvos tenzor eleinek szimulacioja a GOCE ntihold
palyamagassagaban

A vizsgélat eredményei megjelentek hazai (Benedek Rapp 2006) és kulfoldi
publikaciokban (Benedek and Papp 2009).

I1.2.3.a) A vizsgalat célja, ékméenyek

A potencial masodrettidderivaltjainak mérése aiholdak korszakaban Gjra a k6zéppontba
kerllt. Az ESA (European Space Agency) gradiomieertiéholdja, a GOCE (Gravity and
Steady-State Ocean Circulation Experiment), maykbzeljowben allitanak palyara, a foldi
tomegvonzasi étér potencidljanak masodik derivaltjait, a teljedtuds tenzort méri a
miithold belsejében elhelyezett hat gyorsulasims&gitségével (ESA 1999, Drinkwater et al.
2003). A potencidl masodreindderivaltjainak mérése (gradiométer) tobb mint ezéz
multra tekint vissza. Mig az EOtvos inga mérés hémsegi editér lokalis jellemzésére
alkalmas, a rhold gradiometriaval a globdlis nehézségistér nagyfelbontasu és
nagypontossagu leirasa valik lehat. A globalis nehézségi @ér meghatarozasa
szempontjabol a GOCE-t medeben két projekt valésult meg, a CHAMP (Challenging
Mini-satellite Payload) magas-alacsony SST (S#&elb-Satellite Tracking) elrendeZgésa
GFZ (GeoForschungZentrum)imoldja, melyet 2000 —ben Allitottak palyara (Rergbieal.
1999). A LEO (Low Earth Orbiter) finold gyorsulasat, vagyis a nehézségbtar
potencialjanak etgendi derivaltjait mérik. A masik az alacsony-alacsor§TSelrendezés
GRACE (Gravity Recovery and Climate Experimentjihold, melyet a GFZ és NASA
(National Aeronautics and Space Administration) tgtyiikodésével Aallitottak palyara
2002-ben (Kim et al. 2001). Az SST elrendezésn&ktaLEO niihold kozo6tti gyorsulas
kuldnbséget mérik. A haromthold kiegésziti egymast. GOCE a#tér rovid és kdzepes
hullamhosszait [(60 — P00 fok ko6zo6tt) méri nagy pontossaggal. A geoid 100-nél
nagyobb hullamhosszu 6sszéi#\2 cm-es, ennek megfetan a tdmegvonzasi teret pedig 1
mGal pontossaggal (Featherstone 2003) hatarozhatptk A GRACE az étér hosszu és
ko6zepes hullamu 6sszetdet (2-61 50 fokig) tudja nagy pontossaggal mérni, melypgla a
gravimetriai nfiholdakat megélz6 globalis nehézségi @&eret leirdé gombfliggvény
egyutthatok pontossaga harom nagysagrenddel jazaltal a GRACE alkalmas a nehézségi
erstér idbeli valtozdsanak mérésére, mely alapjan mi&ahato hidrologiai folyamatok
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illetve 6ceani &ramlatok, tengerfenéknyomas vattaéak elemzésére.

Véarhatéban GRACE és GOCE mérések alapjan2®0 fok alatti (ami megfelel a 100 km-es
felbontasnak) gémbi harmonikusak egyutthatéinaktgeséga egy nagysagrenddel javul,
mely alapjan dallitott globalis nehézségi@er alkalmazhat6 geofizikai (kéreg és kdpenyben
lejatsz6do folyamatok vizsgalata, lemeztektonikeganografiai, geodéziai (GPS-el totén
magassag meghatarozas) feladatokhoz.

A kovetkedkben bemutatott vizsgalat soran az alsé kéreg feds@ kdpeny kozti
Moho fellletet jellem&, csak kodzvetett Uton becsulbesiriségkontraszt pontositasanak
lehetiségét elemeztem a GOCHinoldmérésekkel. Mivel a topografia és az Uledéléssz
siiriségeloszlasa joval részletesebben ismert mititisé&gkontraszt a Moho fellleten, ezeért
az ebbbi szerkezeti elemek hatasa korrekcioként \efigyelembe a palyamagassagban mért
adatok vonatkozasaban. Bizonyos méitélhanyagolas mellett a korrekciovab@litott an.
maradékhatas a Moho -t jellethgiriségkontrasztnak tulajdonithaté. A maradékok inverzi
segitségével usiségkontraszt értékekké alakithatok és igy a liswazf modell
siiriségeloszlasa pontosithato lesz.

A litoszféra modellt mind lokalis mind globalis katnata rendszerben leirtam. A
lokalis (sik) koordinata rendszerben (Egységes &z Térképrendszer EOTR) a
modellelemek téglatestek, mig a globalis koordinétadszerben (HD72 geodéziai datumot,
melynek alapfelilete az IUGG1967 ellipszoid) podigek. A lokalis rendszerben sik
kozelitést alkalmazva (flat Earth approximatiorfy@d gorbiletét elhanyagoltam, a globalis
rendszerben a poliéder elemek segitségével a skitartalmazzak a gorbilet hatasét is.

A sik kozelitésben szimulalt E6tvos tenzor elemeilpelentked gorbuleti hatas
vizsgalatara dsszehasonlitottam a két rendszerheottk eredményeket. Megdallapitottam,
hogy a vizsgalt magassagban és a direkt modellezdsisznaltisiiségmodell horizontalis
kiterjedése esetén a gorbilet hatasanak elhanygagala inverzié esetében megengetihet
mert legfeljebb 10%-0s becslési hibat okozhat. Ezédék lényegesen kisebb, mint a
feltételezett §riiség kontraszt (250 kgAn 500 kg/ni) bizonytalansaga. A direkt szamitasnal
(mérésekBl az egyes szerkezeti egységek hatasanak elt®a)lita topografia esetében a
gorbilet hatasa nem elhanyagolhatd, a topografiéisht a globalis rendszerben kell
eléallitani.

Wild (2008) a topografikus és izosztatikus tomebekasat a tértartomanyban a Fold
teljes teriletére (globalis méretben) szamitotta GOCE palyamagassagaban. A
tértartomanyban a szamitasokat gombi koordinatasmarben végezte, térfogatelemként
tesszeroidot (gdmbi deréksZbhasab) hasznalt. Mivel a tesszeroid tomegelemewaton
integrél analitikusan nem oldhaté meg, kiulornbémmerikus megoldasokat alkalmazott (3D
Gauss—Legendre kubatura formula, az integralandggvigny Taylor sorfejtésévelr
koordinata szerinti integralas és ezt kéeet a 2D Gauss—Legendre kubatira formula
alkalmazasa). Egy masik letiség a tesszeroidnak deréksidgsab, tomegpont, tomegvonal
(mass line), témeglemez (mass layer) elemekkel \ddelitése. A deréksztighasab,
tomeglemez, tébmegvonal hatdsanak szamitdsahoz sardil tomegelemek helyzetét a
szamitdsi ponthoz rendelt Descartes koordinata seemden kell megadni és ebben a
rendszerben szamitottosgr paramétereket transzformalni kell a globalisdszerbe (gombi
vagy elliptikus koordinata rendszerbe). Ezzel szamhb tesszeroid esetén a tdmegvonzasi
erétér parameéterei kdzvetlendl a globalis rendszedmEmithaték. A tesszeroid numerikus
megoldasainak és a tesszeroid tomegelemekkel vaélikesével éhllitott megoldasoknak
az Osszehasonlitasat a s#eegy gombsapka &erének szamitasa alapjan vizsgalta. Mind
pontossag, mind &dgényesség szempontjabdl a tesszeroid numerikusoldéesai jobb
eredményt adtak, mint a tesszeroid tdmegelemekk# kozelitésének modszere. Ezen
eredmény alapjan a tértartomanyban a globalisinégj® szamitasokhoz a 3D Gauss-
Legendre kubatara formuldt € m = p = 1, vagyis nyolc alappont) haszndlta. A szamitasok
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alapjan a topografia hatdsa a GOCE palyamagassagaBaE érték kozott valtozik, mely
0sszhangban van a modellszamitasainkkal. A viz&galalapjan a szebz arra a
kovetkeztetésre jut, hogy globalis/regiondlis v&atpknal a szamitédsi pont kdrnyezetében
célszeti a tesszeroid térfogatelem hasznalata, a tavalisbatszamitasahoz a tesszeroidnak
mas, egyszébb tomegelemekkel (tdmegpont, tomegvonal, tomegi¢mald helyettesitése,
illetve a szamitasi pont kozvetlen kérnyezetébenindzgralandd fliggvény szingularitasa
miatt a derékszdghasabelem hasznélata célsizer

Heck and Seitz (2007) a tesszeroid hatasanak s¥sardat a Taylor sorfejtést
alkalmazza. Egy gobmbsapka tdmegvonzasi hataséréakitésa alapjan hasonlitia 6ssze a
Taylor kozelitéssel ééllitott numerikus képletet a tesszeroidot kodaliérekszog hasab és
a tomegpont képleteivel. A tesszeroid és a kdretierékszég hasab tomegvonzasi
potencialja szamitasi idejének aranya 1/10, a paikelrendi derivaltjai esetén pedig 1/4.

Rézsa és Toth (2006), a topografia hatasat szdéakitoa GOCE rihold
magassagaban. A szamitasokat X020° horizontalis kiterjedds Kozep-Europat lefed
regionalis terliletre és a FOold teljes terUletéreeigégezték. A regionalis és globalis
szamitasokhoz a topografia ETOPO5 modelljét hag#nah regionalis modellszamitasokat
két modon, gombi koordinata rendszerben, illetkeksizelitéssel végezték el. Sikkozelités
esetén a topogréfiai tomegek modellezésére a dergkbasab térfogatelemet hasznaltak, a
gombi koordinata rendszerben pedig a tesszerofdgetielemet alkalmaztak. A tesszeroid
tomegvonzéasi hatdsanak szamitdsdhoz a tomegpomlitkér alkalmaztak. A globalis
modellszamitasokat a tesszeroid térfogatelem segitel végezték. A tesszeroid
térfogatelem hatasanak szamitasahoz a tomegpoelitést és a derékszbdpasabkozelitést
alkalmaztak. A regionalis szamitadsok esetén a rhodmiasa a potencial masodrénd
derivaltjaira a GOCE palyamagassagahahE, a globalis szamitasoknal pedi@ E kdzotti
erték, mely j6 egyezést mutat Wild (2008) szamit@aA regionalis terlleten a kétféle
topogréafiai modellel (deréksztghasab és tomegpont) szamitott hatdsok eltéré8el E
nagysagrendl az eltérések szoraseD.03 E. A globalis vizsgalatoknal a tesszeroidsanak
eltérése a kétféele numerikus eljarassal (tesszehmtyettesitése tomegponttal, illetve
derékszog hasabbal) eléri a 10 E értékett€$.5 E szorassal jellemezhigtehat a maximalis
eltérések elérik a teljes hatas mértékét is. iggatiapithatd, hogy a globalis vizsgalatokhoz,
ha a topogréfia '5x 5 felbontasi modelljét hasznaljuk nem eledemdtesszeroid hatasat
tomegponttal modellezni, a tesszeroid potenciakaéda derivaltjainak pontosabb leirdsa
szikséges (pl. tesszeroid helyettesitése derékdzésabbal vagy a Wild (2008) cikkben
ismertetett numerikus moédszerek alkalmazéasa).

Wild and Heck (2004a, 2004b, 2007, 2008) cikkekbeszerdk a topografia és az
izosztatikus redukcié hatasat szamoljak a poteme&dodrend derivaltjaira a GOCE fhold
palyamagassagaban. A szamitasokat mind a tér, anfrekvencia tartomanyban elvégezték.
A topografikus és izosztatikus redukciok szamit@&m RCR (remote-compute-restore)
technika szempontjabdl fontos, hiszen a figyelerabee ezeket a hatasokat egy simabb
tomegvonzasi éteret allithatunk &l a GOCE palyamagassagaban, mely feltétele a lefele
folytatasnak. Ugyanakkor a szamitott/modellezepotpafikus és izosztatikus redukcid
alkalmazhat6 a GOCE kiflskalibralasara. A tértartomanyban a topogréfia $@tak és az
Airy-Heiskanen modell szerinti izosztatikus reduk@k a szamitasahoz a tesszeroid
térfogatelemet alkalmaztak. A tesszeroid hatasdach@ haromdimenzidés Newton integrélt
numerikusan szamitottak a Gauss-Legendre 3D kub&bémula segitségével. A szamitasok
alapjan a topogréfiai és az izosztatikus tomegeafishaa potencial masodrénderivaltjaira
+ 8 E, a kombinalt Airy-Heiskanan és Pratt-Hayfoopdgrafikus-izosztatikus redukciok
hatasa pedig: 0.8 E korili értékek a GOCE palyamagassagabanabimy kiszamitottak az
altalanositott Helmert kondenzaciés modell (HecR30szerinti kondenzalt (6sszenyomott)
tomegeknek a hatasat a potencial masodrelsdivaltjaira a tér és frekvenciatartomanyban.
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Ezt a hatast egy fellleti integral adja meg, mdtyaetértartomanyban tért@mumerikus
kiértékelését Gauss-Legendre 2D kubatura formalpjah végeztéek. A Helmert Il modellre a
szamitott topografikus és kondenzalt tomegek egyiitiatdsanak nagysagrendj€.08 E,
Helmert | modell esetén pedig0.8 E koruli érték. Airy-Heiskanen és a Helmemaddellek
alapjan szamitott potencial masodréndlerivaltjainak eltéréese a GOCE uhold
palyamagassagaban 0.06 E nagysadremt Airy-Heiskanen és Helmert I modellek
esetében ez az eltérés 0.15 E nagysafirehdrekvenciatartomanyban végzett szamitasok
alapjdn az Airy-Heiskanen és a Helmert | modellekesitményspektrumai azonosnak
tekinthebk a GOCE palyamagassagaban. A tér és frekvenciantanyban szamitott
masodrend derivaltak eltéréseP0? E nagysagrerithek adodott.

Makhloof and Ilk (2008) a tesszeroid tomegelem $wtdeird teljes EOtvos tenzorra
kozelit képleteket vezetnek le. A potencial masodtederivaltjait megado 3D integralrél
szerinti integralassal 2D integralra térhetiinkAatikkben az Eo6tvos tenzor minden elemére
megtalalhatdé a 3D integralrol a 2D integralra valkbérés képlete. A fellleti integralok
analitikusan nem szamithatok, kiértékelésik nurerigton (pl. Gauss-Legendre kubatira
képlettel) torténik. Alkalmazasként egy 6371 km asuggombon elhelyezkéd 2.5 km
vastagsagu gombhéj tomegvonzasi potencialjanak drésdi derivaltjait szamoltak a
levezetett numerikus képletekkel és 6sszehasdaktaiz egzakt megoldassal. A gémbhéjat
elemi tesszeroidokra bontottak fel kulonbdacstavolsagu (0.250.5, 1, 2.5, 5, 7.5, 10)
gombi racshalot alkalmazva. Az egzakt és numerikiegoldasok eltéréseit a szamitasi
pontnak a gombhéj feletti magassag €s a racsté@valgggvényében vizsgaltak. Az
eredmények alapjan megallapithatd, hogy a szamjiast kozelében nagy racstavolsag
esetén a masodrendderivaltak numerikus megoldasai nagyon eltérnek egzakt
megoldastol. Minél kodzelebb kertlink a szamitasntiad a gombhéj felszinéhez annal
finomabb felbontas szilkséges. Pl. 10 m magasséénesd hibahatar mellett 0.2% 0.25'

(8 mx 8 m), 40 m esetén’ k 1" (31 mx 31 m) felbontas sziikséges. A tovabbi vizsgalathoz
Himaldja 20 x 30° horizontalis kiterjeddsrészletének az' % 5 felbontasu ETOPO5 alapjan
eléallitott digitalis terepmodelljét hasznaltdk. EZetbontas mar elégséges a topografia, az
izosztatikus hatas és az egyittes izosztatikusgrdfiai hatds kimutatasara a GOCE
palyamagassagaban (250 km). A topografikus-izakmsmttomegek hatasa a potencial
masodrend derivaltjaira hasonldé nagysagrénilakhloof and Ik (2008), Wild (2008) és
Wild and Heck (2008) szamitasaiban.

Asgharzadeh et al. (2007) a tesszeroid (gombi dedek hasab) tomegvonzasi
potencialjat és a potenciél &l®s masodrerid derivaltjait a Gauss-Lagrange kvadratlra
(GLQ) képletettel x J x K szamu alappontra szamoljak.

Novak and Grafarend (2006) vizsgaltak a teljes Fojpmbgrafiai tomegeinek hatasat a
potencial masodreridderivaltjaira. A szamitdsokat a frekvencia tartogiéan végezték,
vagyis a topografiai tomegek potencidljanak gombliémy sorfejtését alkalmazzak. A
topogréafia magassagfiiggvényét a GTM3a globalisgagi@mi modellel irtak lelfax= 1800
fokszamu és rendszamu modell, mely megfelel & 6 horizontalis felbontasnak. Kisebb
felbontas mar szamitasi nehézségekkel jar, ugyamis3 x 5 felbontdsnak megfelél
Imax= 2160 esetén a Legendre polinomok numerikusan iszihrértékei instabilakka valnak,
mivel a szamitdégép duplapontos valés szamabrazaldesmanyan kivil ésértéket vesz fel,
Id. pl. Holmes and Featherstone, 2002). A teljgod¢pafia hatasat a potencial masodiend
derivaltjaira 400 km magassagbahxL1° racshalé pontjaiban szamoltak. Hasonléan a Wild
(2008), Wild and Heck (2008) szamitasaihoz a smitrtititast 8 E érték kozott van. Eszak-
Amerika egy 70 x 30° horizontélis kiterjedds terlletére végzett szamitdsok alapjan az
izosztatikusan kiegyenlitett topografikus tomegakaba a potencial masodrérderivaltjaira
+ 0.01 E kozotti érték
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11.2.3.b) A modellezett terlilet geologiai szerkémek és geofizikai paramétereinek
ismertetése

Az ALPACA (Alpok — Pannon medence — Karpatok) réidzép-Eurdépaban az afrikai és
eurazsiai tektonikus lemezek talalkozasanal feks&ikegid szélén, a Karpatok, illetve az
Alpok alatt a Moho felilet (11.16. abra) elérhetiég® km — 67 km mélységet, a régio
kézpontjdban pedig a 22 km — 24 km magassagig edi&llLenkey és masok, 2002). A
Pannon-medencét vastag neogén-negyedkori Uledédibdsaritia, melynek a mélysége
elérheti a 7 km — 8 km-t, az atlagmélység kb. 2 gm17. abra)
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5 48
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0 40
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) ' 32
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24

-600000  -400000  -200000 0 200000 400000 600000

X [m]

II. 16. abra. Az also kéreg és a fél&kdpenyt elvalaszté Mohorasit-fellilet domborzati térképe az ALPACA
régidban. A szaggatott fehér vonal jelzi Magyaragshatarat. A koordinatak centralis EOV rendsekr
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Il. 17. &bra. A neogén-negyedkori Uledékdsszletet hatarol6 hdkor ebtti medencealjzat domborzati térképe
a Pannon medencében. A szaggatott fehér vonaNelgyarorszag hatarat. A koordinaték centralis EOV
rendszefiek

Elsdsorban a kéreg szerkezeti egységeiben mutatkozohtilis siriségvaltozas hozza létre
a nehézségi éter felszinen mérhétregionalis és helyi rendellenességeit. Ezek azonlean
csak a felszin kdzelében alakitjak a tér szerkeze@em jelerdis a hatasuk a GOCEiimold
palyamagassagaban is (Wild 2008, Wild and Heck 202@04b, 2007, 2008).

Az ALPACA régié nehézségi éterének modellezésével kimutathatd, hogy a kéreg
egyes szerkezeti egysegeingkiiségeloszlasa nem ismert a Keflontossaggal. A Moho
felileten altalanosan feltételezefirisségkontraszt érték Ap = +(400-500) kg/m?* (Garland
1971), a Pannon-medence neogén-negyedkori Uleddk dp = 4p(d) siriiségkontraszt-
mélység fuggvényei (Bielik et al. 2004, Szab6 éncBigs 1999) alapjan szamithat6 atlag
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érték M{4p(d)} 0-350kg/m®. A fenti adatok, ill. fuggvények alkalmazasavakmsitott

tdbmegvonzasi hozzajarulasok eltavolitasa az észiéiér paraméterekid (pl. Bouguer-féle
nehézségi rendellenesség) olyan rendellenességaieeiményez, melynek amplitidoja
gyakran tobbszorose a mért, ill. észlelt rendeliség értekeknek (Bielik et al., 2004). A
maradékok nagysaga jeléseén csokkenthét ha pl. az alkalmazott tigiségkontraszt
értékeket a megfelglsiriségeloszlas figgvények moédositasaval csokkentjappP2001).
Ebben a vonatkozasban fontos megemliteni, hogy hoMelilet mélységeben jelentkez
siiriségugras értekeket csak geofizikai eszkozokkel gpkizmikus tomografia), kizarolag
kozvetett aton lehet meghatarozni. Az Gledékekéesangyszamu farélyukminta (~ 10000)
all rendelkezésre, melyek alapjan megfelebntossaggal kovetkeztethetlink ezen szerkezeti
egyseg fel§ tartomanyanak isiiségeloszlasara. A mélyebb tartomanyokban (> 3 km)
azonban mar csak néhany adat all rendelkezésrermiPanedencében.

11.2.3.b) A szintetikus modell és a modellszamkésmertetése

Az ALPACA régi6 kéregszerkezetét két, egymasba egliydien leképezhét valdsagh 3D
siriségmodellel irtam le. Afx, y, 2 lokélis koordinata rendszerben (EOTR) a litosafér
modell alkoté elemei derékszibdhasabok. Az X, Y, 4 globalis koordinata rendszerben
(HD72 + IUGG67 vonatkozasi ellipszoid) a térfogateek poliéderek. A két modell
térfogatelemei kozott egyértelngeometriai-fizikai megfeleltetés van, amelyet acélezod
hasabok és a poliéderek csucspontjai k6zotti koatditranszformacid és az azontsiseg
biztosit. Fug¢leges iranyban a koordinata transzformacié @énag a kollinearitast,
horizontalis iranyban viszont nem. Ebben az esetbéranszformalt, eredetileg kollineéris
pontok kovetik az ellipszoid gorblletét. Az alkalro#t derékszdg hasab méretek mellett a
deréksz6@§ hasab minden egyes oldallapjanak négy csucspantibalis rendszerben is
kozelitleg egy sikban helyezkedik el. Horizontalis irdnylaar nem élhetink az éblbi
kozelitéssel, mivel a deréksibdpasabok EOTR -beli vizszintes helyzdapjainak négy
csucspontja a globdlis rendszerben mar nem kopdarzzért a derékszéchasab alapjat két
haromszogre bontottam és igy minden deréksZtmpabhoz hozzarendeltem két poliédert
(II. 18. abra).

II. 18. dbra. Az {x,y,2 lokdlis rendszerben, ill. aX,Y,Z globalis koordinata rendszerben értelmezett
derékszdg haséb, ill. a derékszédnasadbnak megfekepoliéder elemek geometridjanak kapcsoletee,, e; aP
szamitasi ponthoz rendelt EOTR lokalis koordinétadszer egységvektora, , €,, €,, vektorok a koordinata
transzformacidval kapoR’ szamitasi ponthoz rendelt topocentrikus rends&grezik, azaz tulajdonképpen az

ey, &, 63 vektorok transzformalt képei. A sarokpont indexetégatja a bal és jobbsodrasu rendszerekben a
kordljarasi irdny kildnbségét, amit a poliéderekketérds szamitasok soran kévetni kell
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Ez a megfeleltetés azonban nem egyéfielhiszen a négy csucspontbdl 2 - 2 haromszdg
alakithato ki, vagy a 3 - 5 atl6 vagy az 1 - 7 é@bszekotésével (Il. 18. abra). A megfeleltetés
tobbértelniiségéldl adddo hiba nagysagat a kovetkdiz2.3.c pontban vizsgaltam.

Mig a lokalis rendszerben a derékszdgsabok alapjai parhuzamosak=a0 sikkal, a
globalis rendszerben a poliéderok alapjainak pohktjaetik az ellipszoid gorbult fellletét.
Példaul az 1310 kmx 660 km horizontalis kiterjedésfelss kdépeny modelljében a két
egymastdl legtavolabbi poliéder elem alapjainakmmdisai mar 13-0s szoget zarnak be,
mely jOl egyezik a gorbiletih elméletileg is szamithatd szdggel. Az elméletmadgfeleben
a 800 kmx 500 km horizontélis kiterjedédiledékosszlet modellje esetén ez a szdf, 68
1400 km x 1000 km horizontdlis kiterjedés topografiai modell esetén 15.3 A
1310 kmx 660 km vizszintes kiterjed&sts 31 km vastagsagu lemez képe a koordinata
transzforméacié utan a 1. 19. abran lathat6. A leimielosztottam horizontalis irdnyban
30 km x 30 km kiterjedé$ derékszé@y hasdbokra, hogy az igy kapott racspontok
rendszerbe. Minélisiibb a felosztas annal pontosabban koévéthegorbilet. Erre efsorban
azért van szukség, mert a litoszféra kilodbdlimenzioju derékszdig hasabelemeket
tartalmazo derékszég hasabmodellje tartalmaz olyan nagy kiterjédéderékszodg
hasabelemeket is, melynek transzformacioja mamomgértékben megvaltoztatja a szamitasi
pont és a térfogatelem geometriai viszonyat a dbaendszerben, hogy az
megengedhetetlen hibakat okoz adté@r szimulacidés szamitasaiban. A szamitasok szarint
nagy derékszdghasaboknak 30 km 30 km horizontélis kiterjedésslemekre valo felosztasa
elégséges, mivel ez csak b nagysagreridhibat eredményez a masodrémtrivaltakban a
30 km-nél finomabb felosztashoz viszonyitva. Mia€litoszféra derékszéighasab modellje
kilénb6d méreti derékszog hasabokbdl all, ezért a globalis rendszerbe valtszformacio
elétt a fenti elvet kdvetve a nagyobb horizontaliseigdes (barmely iranyban > 250 km)
derékszof§ hasdbokat felosztottam 30 ke 30 km horizontalis kiterjedésderékszody
hasabokra. A felosztas soran minden kis derékshagab orokolte a felosztott deréksizdg
hasab #risegéet. Az igy éallitott derékszol hasadb és poliéder modellek segitségével
megvizsgalhat6 a gorbilet hatasa a potencialzagspdnrend derivaltjaira a GOCE fihold
palyamagassagaban. A deréksztigsab globalis rendszerbeli képének (azaz a kébkezo
poliédernek) a térfogata és igy tomege is kisebréksz6g hasab EOTR -beli térfogatanal
es tomegenél. Pl. a fél&openyt a lokalis illetve globalis rendszerbemdaierékszog hasab
illetve poliéder modellek térfogata kdzotti eltédeg8%.

30 km //
|
1310 km , /
a) b)

II. 19. abra. A fels6 kdpeny egy derékszédnasabbdl allé 1310 km 660 km horizontalis kiterjedés
atlagmodelljének képe a) a lokalis és b) a globd@rdinata-rendszerekben. A b) abra jol mutaa a

csucspontjaval adott ill. a 30 k30 km-es elemekre bontott deréksizdigisab transzformalt képei kdzotti
geometriai kiilénbségeket. Minden egyes sarokpdranszformalunk a lokéalis rendszéta globalis
rendszerbe
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A vizsgalatokban felhasznalt modellek a litoszfénrom fontos szerkezeti
egységenek (topografia, neogén-negyedkori Uledelgisss fel§ kopeny) firiségeloszlasat
irjdk le. A lokdlis rendszerben a litoszféra modell minimalis szamu, valtoz6 méiet
derékszofl hasabok alkotjak (Kalmar et al. 1998).deréksz6§ hasabok szama 198946 és
ennek megfeléen a globalis rendszerben a poliéderek szama 397892

[1.2.3.c) A nehézségi potencial és potencialzavasadrend derivaltjainak szamitasa direkt
modellezéssel

A litoszféra modell minden szerkezeti egysége vadlem meértékben hozzajarul a Fold
nehézségi éterét leiro T potencialzavarhoz, illetve annak fuggvényeihez, Tpl-hez a
potencialzavar masodreidderivaltjainoz. Ezen egységek hozzajarulasat-hez direkt
modellezéssel hatadroztam meg, mind a lokalis, nandlobalis koordinata rendszerben.
Mindkét fajta diszkretizadlas esetén zart analitikképletek irjak le az alkalmazott
térfogatelemek gerjesztettdJ) tomegvonzasi potencial masodréndierivaltjait. Egy
alkalmas vonatkozasi (referencia) modell alapj&rltthatd azU™ vonatkozasi potencial,
melynek segitségével mindkét rendszerben megha@@zin. helyi, azaz kizardlag a modell
altal leirt tomeg rendellenességek hozzajarulashez (Papp 1996a):

Tijhelyi - U ijref + kZ_;Uii (1. 4)

n

ahol ZUij a litoszféra modell hatdsa, amely a szuperpozahié alapjan a modellt alkoté
k=1

egyes térfogatelemebszamitott potencial masodrdnderivaltjainak 6sszege a szamitasi

ref ref

pontban.U;® a vonatkozasi modell altal generalt potencial rdémudi derivaltja. AzU;

eltavolitasaval elérhét hogy aT,"™" maradékokra bizonyos feltételek (Papp, 1996a)attell
fenndllion az M{T*"} 00 osszefiggés, valamint jelésen csokkenthék a T,

[
paraméterek nagy hullamhosszisagu Osséieielky amplitidoi, aholM{.} az atlagérték
képzés jele. Igy az észlelt differencialisstér paraméterek (potencialzavar, nehézségi
rendellenességek, sth.) kozvetlenll Osszehasaudlitha szimulalt adatokbdl (1. 4)
alkalmazasaval nyert helyi hozzajarulasokkal.

Ha a T szamitasat a ihold palyamagassagaban végezzik, az eredmények
megmutatjak, hogy a litoszféra egyes szerkezesd@agginek mekkora hozzajarulasa varhato a

T potencidlzavar masodreindderivaltiaihoz. A poliéder modelb szamolt T3,

mennyiségek a gorbllet hatdsat is tartalmazzakzebasonlitva a lokalis koordinata-

rendszerben kiszamito T[Sy, paraméterekkel, vizsgalhatok a Fold gorbilétéadodo

eltérések az adott szamitasi magassagban. Ehhebasw@z egyik rendszerben kiszamolt
mennyiségeket transzformalni kell a masik rendsze lokalis rendszeP szamitasi
pontjaban felvete,, e,, e; EOTR rendszer egységvektorainak képe a globalidszerben a

P’ kezdpontd, kozel ortonormalt tn. topocentrik{e, &, ,€,} vektorharmas (Il. 18. &bra).
Ennek iranyitasa a {X,Y,Z} rendszerben pontrél pantaltozik a gérbiletnek megfedein,
ezért minden szamitasi pontbaadlitottam az{e, e, ,€,} vektorharmast. AP’ pontban
meghatarozott Uj;xy,z paraméterek transzformacioja az EOTR lokalis reexse
tulajdonképpetiix.v3-nek az{e, €, ,e,} rendszerben valé felirasat jelenti:

Ujp U Ugg Uy Up Ugg
Uyp Uy Ugs =R" Uyp Uy Uy R,
Us; Ug Ugg (xy.3 Uz Uz Ugs (X.Y.2
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11.2.3 Regionalis modellezés: Az Edtvos tenzor elerak szimulacidja a GOCEithold palyamagassagaban

’ ’ ’
elX eZX e3X

ahol R=(e, € €)=|ey, & €| (5
€, €; €

A gorbilet hatasanak vizsgalatahoz a (Il. 5) egtelodl oldalan ley mennyiségeket (melyek

a globdlis rendszerben szamolt mennyiségeknek afeletég lokalis rendszerben)

0sszehasonlitottam a lokalis rendszerben szamagjteted mennyiségekkel.

A felss kopeny modellignek adp = +250 kg/mi siriiségkontraszt paraméter
alkalmazasaval adédo helyi hozzajarulasai a 1. €0l1l. 21 abrakon lathatok. A neogén-
negyedkori Uledékek esetében ariség flggleges irAnyu valtozasat egy tapasztalati
fuggvény (Szab6 és Pancsics 1999) irja le. A fuggh@ minden egyes derékszbdnasab
szamara a derékszbdnasab altal meghatarozott magassagi tartomanyratkazd atlagos
siriség érték kerult kiszamitasra. A modell helyi hgazdasat az étér T,, paraméteréhez a
Il. 22 &bra mutatja. Geologiai térkép (Ronai és okat984) digitalizaldsaval a topografia
modelljének kdzponti részén (Magyarorszag terlldef)etivé valt horizontalisan valtozo
siriségeloszlas bevezetése (ll. 23. abra). Az ALPAC@ior&kilss peremén a szokasos
2670 kg/m konstans értéket alkalmaztam. A direkt modellezésiraényét a Il. 24 &bra
mutatja.

A lokalis és a globalis rendszerben szamolt pofdnavar megfelél masodrentl
derivaltjainak eltérése a Il. 25. abran, mig a@réliek statisztikai az Il. 3 tablazatban lathatok.
A szamitasok 300 km és 400 km magassagokbanx 25% pontot tartalmazo, a deréksizdg
hasabmodell esetén [-1280 km, 1270 knj}1280 km, 1270 km] kiterjedés10 kmx 10 km
felbontasu racson, a poliéder modell esetén a a#ticanglobalis rendszerbe transzformalt
pontjaiban torténtek.

Annak ellenére, hogy & potencidlzavar masodik derivaltjainak valtozasanige
egyenletes és simtd = 300 km magassagban, a terilet kéregszerkezetégiekalis képe jol
kivehet. A tomegeloszlasifiellegzetességei kivaloan azonosithatok pl. adl.abran, ahol a
hegységgyokerek Aaltal |étrehozott tomeghiany idetea Moho felboltozédasa miatti
viszonylagos tomegtobblet hatdsa hatarozott mininiletve maximum helyekben képdik
le. A Il. 20, Il. 22. ésll. 24 &brak o6sszehasonlitdsaval képet kaphatunk@ztatikus
kiegyenlibdeési allapot tendenciajardl is, mivel a topogratidéinegek és az lUledékosszlet
hatdsa hatéarozottan ellentétes jdllagels kopeny hataséval.

A ll. 25 4bra alapjan megallapithat6, hogy a IakéitOTR) és a globalis koordinata-
rendszerekben szimulalt adatok kozotti szabalyassgematikus) kilénbségek vannak.
Megfigyelhet, hogy a poliéder modell helyi hozzajarulasaT amasodik derivaltjaihoz
abszolut értelemben nagyobb, mint a derékzbigsab modell esetében. A topogréfia
kivételével adT; eltérések a néhany szazad EOtvOs egység tartomwdnylmzognak és
szorasuk at 0.01 E érték alatt marad vagy éppen csak meghasdjdll. 3. tablazat). Ez
nyilvanvaléan t6bbszorése a GOCE gradiométeressakréart pontossaganak (ESA 1999).
Az eltérések a gorbilet hatasabdl, azaz a loké&lia globalis rendszerek kozotti geometriai
kulonbségBl szarmaznak, ez mégsem magatdl édeta bemutatott térképek alapjan.
Ugyanis a vizsgalati tertlete széle felé nem nodekk szisztematikusan az eltérések, hanem
inkdbb a szamitott helyi hozzajarulasok minimum rlaximum helyeivel mutatnak szoros
korrelaciot. Ezért feltételezhethogy az ellentmondasok létrejottében a kétféhelseerbeli
térfogatok illetve tomegek kodzotti, mar kordbbamgyalt kilénbség is szerepet jatszanak.
Mivel azonban ennek értéke alig 2% ezért a mininégna maximum értékek viszonylataban
kimutathaté atlagosan ~10% -os eltéerésaX |ATi|}/max |Tixyz|}) nagy része mégis a
gorbilet hatasara vezetbevissza. igy feltételezhetjiik, hogy az ALPACA rdud a
foldgorbilet hatdsa a vizsgalt magassagi tartoma@mylatlagosan 10% -a a helyi

114



11.2.3 Regionalis modellezés: Az Edtvos tenzor elerak szimulacidja a GOCEithold palyamagassagaban

hozzjaruldsok abszolut értékének, azaz néhanndzazgység. Ezért élkozelitésként a
deréksz6 hasab modell alkalmazhaté a megi@el ebkészitett nihold adatok inverzidjara
a Moho fellleten észlelhetsiriség valtozas pontositasanak céljabdl. 10% -nalogabb

siriség becsléshez az
alkalmazasaval kell elvégezni.

inverziot

a globalis

rendszerhaoljéder

térfogatelemek
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II. 20. &bra A felss kopeny derékszdighasab modelljéh Ap = +250 kg/miértékkel szimulalt aT,/*Y" b)

T;‘ye'yi és )T, hozzajarulasok = 300 km magassagban. A szintvonalkéz 0.05 E. Adinétak centralis

EOV rendszdfek. A szaggatott vonal Magyarorszag hatara
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II. 21. &bra A felss képeny poliéder modellj@h 4p = +250 kg/mi értékkel szimulal ¥ hozzajarulas

H = 300 km magassagban. A szintvonalktz 0.05 E. Adiotak centralis EOV rendsiek. A szaggatott
vonal Magyarorszag hatara

300

200

100

[km]
o
|

-100 +

-200 + 2

-300 1

T T T T
-700 -600 -500 -400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400 500 600 700

(km]
300 /
3
o

200

100

tkm]

0 -

-100 +

-200 1

-300 o~ |

T T T T T T T T T T T T T
-700 -600 -500 -400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400 500 600 700

b) [km]
Il. 22. dbra A neogén-negyedkori iiledékosszlet a) deréktiagab és b) poliédarodelljeibsl szimulalt T

hozzajarulasok = 300 km magassagban. A szintvonalkdz 0.02 E. Adioétak centralis EOV rendszek. A
szaggatott vonal Magyarorszag hatara
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Il. 23. &bra. Az ALPACA régi6 bel$ zéngjanak felsziniistiségeloszlas modellje
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11. 24. abraAz ALPACA régio legfel§ szerkezeti egységének, a topografianak derékidzégab modelljéid
szamitott herTZhZEIyi hozzajarulasok = 300 km magassagban. A szintvonalkdz 0.04 E. Adioétak centralis
EOV rendszdiek. A szaggatott vonal Magyarorszag hatara
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Il. 25. &bra A lokdlis és a globalis rendszerekben szélmTZhZEIyi hozzajarulasok killénbségeinek térképei

a) a fel$ kopeny (szintvonalkdz: 0.01 E) b) az lledékdsgazintvonalkdz: 0.002 E) és c) a topogréfia
(szintvonalkdz: 0.01 E) modelljgibmeghatarozva. A koordinatak centralis EOV rendge A szaggatott
vonal Magyarorszag hatara
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A deréksz6§ hasabnak megfelel két db. haromoldald polieéder elem kialakitasa
onkényesen tortént (a deréksidmasab DNY-EK iranyd atlojanak megfélehtld mentén).
Annak érdekében, hogy elddntsik, hogy ez az oOnleengdasztas okozhat-e valamilyen
szabdlyos hibat az eredményekben, a szamitdsokgmeteltem a két haromoldalu poliéder
elem mas modon tortérkialakitasaval. Harom Uj lehetséges konfiguragibsgaltam meg:

a) a masik atlé mentén alakitottam ki a derékéziapsabnak megfelekét poliédert,
b) mindig a magasabban elhelyez&&dé mentén tortént a két poliéder kialakitasa,
¢) mindig az alacsonyabban elhelyezkétl6 mentén tortént a két poliéder kialakitasa.

A vizsgalathoz a fets kdpeny modelljét valasztottam. Az déibbfakadé geometriai
kilonbségeknek az @&@er paraméterekre gyakorolt hatasat a Il. 26 abeanielteti és erre
vonatkozo statisztikakat a Il. 4. tablazat tartadmea Lathatd, hogy a félkopeny esetén, a
deréksz6g hasabok kulonb@z kettéosztasaval kialakitott poliéder modellekkegzett
szamitasok kozott 0.0002 E atlagos eltérést taplasak, a maximalis abszolat eltérés nem
haladja meg a 0.002 E értéket. Habar a vizsg&tatk egy szerkezeti egységre végeztem el,
a tobbi egység hasonl6 vagy kisebb nagysagréodzajarulasai miatt feltételezbehogy a
poliéder modell kialakitdsanak madja, ebben a Jazdtsban nem befolyasolja Iényegesen az
eredményeket a ifihold magassagaban.

1. 3. tAblazat. A deréksz6§ hasab és a poliéder modellékimeghatarozott masodik derivaltak kildonbségeinek
statisztikai paraméterei a kéregszerkezeti egységggvényében.c a kilonbségek szérasa. A zardjelben
feltintetett adatok max{ |AT;|} /max | Ty} képlet alapjan szamitott szazalékos aranyokantjak

. min max atlag o min max atlag o
Paraméterek
[E] [E] [E] (E] [E] [E] [E] (E]

AT“ = Tii{xyyyz}—-rii{xyyyz} H =300 km H =400 km
> & DT Qowy 0030 00000 200102 | (ygot 0082 00000 00088
() n ©
o = L0
9 £ 0,034 0,023
2 2§ 4w 0024 g 00002 20,0064\ 0015 gy 00002 0,0047
- [SENaN)
s 8 0,058 -0,051 )
o 4T, 0052 700 00002 00110 | ;o'cos 0041 -0,0001 0,096

8§ 4. 0008 Q500 00001 200013 (000 0005 00001 00012
cpy Nw ) '
() 0 c Ln B B
g% %% ar,, 0007 (213% 0,0000 +0,0016 (12’](2)5,’/3 0,005  0,0000 +0,0012
8 g« -0,005 0,011

S & ATu gy 0013 00001 00018 | -0,004 ;e -0,0001 00016

£ 0,023 20,078

@ . AT 0100 gl 00431 20,0209 | e 0026 00263 20,0266
\@© +< N
s £9 0,140 0,107
U) O - L) - L)
2 8% 4T, 0126 (g, 00372 $00681| -0097 o 00205 0,015
o O -
O 4T, -0,037 (101’?7%2) 0,0080 +0,0266 | -0,031 (2%’,%602) 0,0052 +0,0193
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Il. 4. tablazat. A felss kopeny firiségeloszlasanak leirdsara, négy kilodbdmdon létrehozott poliéder
modellsl szamolt mennyiségek eltéréseinek statisztidds 300 km magassagban. A derékdzdmsabok
felosztasa a Il. 18. abra szerint 1) az 1 - 5 d@dtén, 2) a 3 - 5 atlé6 mentén, 3) a 3 - 5 ill.714tl6 mentén, ha a
7 -es sz. pont az (1,3,5) sik alatt, illetve fetetlyezkedett el, 4) a3 - 5ill. 1 - 7 atlé mentériént, ha a 7 -es sz.
pont az (1,3,5) sik felett, illetve alatt helyez&tdel

Paraméterek r[T_:T TE&;X a[tllze]lg [Ig]
Tt =T, -0,00003 0,00127 0,00023 +0,00031
Ty -T2 -0,00007 0,00122 0,00023 +0,00031
T, -T2 -0,00135 0,00013 -0,00020 +0,00035
To-T,,d -0,00003 0,00054 0,00008 +0,00011
Ty =T, -0,00003 0,00051 0,00008 +0,00012
T,-T,) -0,00059 0,00005 -0,00008 +0,00014
Tod=Ty) -0,00015 0,00075 -0,00007 +0,00015
Ty -T,yY -0,00028 0,00080 -0,00008 +0,00017
T,.)-T,)) -0,00088 0,00025 -0,00006 +0,00018

(km]

a)

€

=,

“_0,00‘\
Q“X‘x@ &‘9
¢$
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b) [km]

11.26. bra. A globalis rendszerben szamT, V' eltérés nagysada = 300km magassagban, a el&peny

kilbnb6 maédon: a) 1. és 2. eljarassal, b) 3. és 4. efat&salakitott poliéder modelljei esetében.
Szintvonalk6z: 0.0001 E
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Felvetidik a kérdés, hogy a litoszféra modell derékszibgsab és polieder elemekkel
tortérd kialakitasdval szamitott eltérések egy része amtéelmumerikus hibakbdl. Egyrészt
ez kizarhato abbdl adodoan, hogy a dolgozat I1zé&tgben targyalt numerikus hibak elemzése
alapjan a litoszféra modell térfogatelemeinek neeket szamitési pont tavolsagok esetén a
numerikus hibak jéval a szamitott értekek alatt nen Masrészt a két programmal
(deréksz6§ hasab, illetve poliéder hatasat szamitd prograrkakptt potencial masodreind
derivaltjai a vizsgalatban megegyeztek legalabb” BD nagysagrendben. Ahhoz, hogy
szemléletesen is igazoljam, hogy a kétféle, defigkshasab és poliéder elemekkel todén
modellezéssel kapott eltérések, vagyis a gorbuktsa valdban a szamitott értekek
nagysagrendendjében van a kévetkezsgélatot vegeztem el. Kivalasztottam addépeny
atlagmodelljét, mely t.i. egyetlen derékszéig hasab, horizontalis kiterjedése
[-641, 669]x [-266, 394]. Kiszamitottam ennek hatasai & 400 km magassagban, mind a
lokdlis, mind a globdlis rendszerekben, majd pdigoitra 0Osszehasonlitottam az
eredményeket. A fefs kopeny modellje és atlagmodellje esetén a gorbbkthsat a
[l. 27a. dbra mutatja.
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[1.27. abra. a) A felss kdpeny atlagmodellje, ahol az atlagmodell kitegjet a besatirozott téglalap mutatja

b) A felss kopeny modellje esetén a gorbilet hatdsa400km magasséagban. Szintvonalkdz: 0.01 E
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A 1l. 27a. abran vilagosan lathato, hogy az el@ékételjesen szimmetrikus rajzolatiak a
modell tengelyeihez viszonyitva (a modell kiterjgééa piros téglalap mutatja) és jol tikrozik
a globalis rendszerben a sikvetlleti helyzethezowigitva ,legorbiy” peremek hatasat. A
negativ és pozitiv eltérések abbol fakadnak, hokgt aendszerben definialirsiségmodellek
témegkozéppontjainak helyzete a szamitasi pontokiszonyitva nem azonos. Ha ezeket az
eltéréseket 6sszehasonlitiuk a delkbpeny részletes modelljéib szamitott értékekkel
(Il. 27b. abra), akkor megallapithatjuk, hogy az@gysagrendje kozel azonos. Az eltérések
rajzolata természetesen mas, hiszen a részleteslinmaiin tengelyszimmetrikus. Etibaz
kovetkezik, hogy ha terheli is a szamitasokat vdlem numerikus hiba, az nem lehet
dominéns.

[1.2.3.d) Amasodik derivaltak tér-tartomanybeli és spektralsgalata

A szerkezeti egységek altal létrehozott helyi higrzdasok T,""') spektralis 6sszetéinek

mennyiségi vizsgalatdahoz kiszamitottuk a hatasok radialis teljesitmény spektrumait
(Mesko6 1984). A kilonbdz magassagokban elvegzett szamitasok alapjan kiqo¢hatunk

az osszetaik amplitidéjanak magassag fuggéséA gyors Fourier transzformacion alapuld
spektrum szamitas soran un. koszinusz ablakfuggwaigimaztunk a spektralis szivargas
hatdsanak csokkentésére. A spektrumokat és néliddnghioz hullamhosszisagu 6sszeiev
csillapitasat a 1. 28, 1. 29 és Il. 30 abrak ntjftie Ezek alapjan valdsZisithet, hogy a
GOCE mérésekH = 250 km) csak a = 200 km - 250 km-nél nagyobb hulldamhosszusagu
0sszetetiket fogjak kimutatni, ugyanis az ennél révidebbldmhosszak amplitidéja mar a
mérések maximalis zajszintjébe edik (ME).

A Moho fellleten feltételezettidiség valtozds hatasa a nehézsédgitéerT,,
paramétere esetében eléri az 1 E értéket a GO@BIchpalyamagassagaban, még akkor is,
ha a valtozas csak fele (250 k§jnaz Aaltalanosan feltételezett értéknek (Il. 20maj A
miithold gradiométere azonban a kéregbéliség rendellenességek integralt hatasat fogja
érzékelni, ezért a legrészletesebben ismert hatidgbodgrafia, Uledékek) hatasait el kell
kUloniteni a mérési adatokbol az inverzié szamiglsd. A Newton-féle tdmegvonzashdl
szarmazd hatdsok elkulonitése szintetikus/direlmétAsokkal lehetséges. A topografia
esetében mindenképpen a poliéder modellezés javasokl a gorbilet hatasanak mértéke
bizonyos 0Osszetékre jelenbsen meghaladja a ithold gradiométerének érzékenységét
(Il. 25. abra). Az Uledékek hozzajarulasanak medeékekor elégséges a lokalis koordinata-
rendszer, azaz a deréks#iogasdbok alkalmazasa, hiszen a hatas a varhatésingae
tartomanyaba esik (ll. 25b. abra).

teljesitény [E?] teljesitmény [E?]
1E+01 ‘ 1E+01
1E+00 : S P et tars S 1E+00
1E-01 . , R 1E-01
1E-02 el R 1E-02 °
1E-03 1E-03 —
1E-04 — magassag [km] 1E-04 |
1E-05 — -0 1E-05 |
1E-06 R 5 1E-06
1E-07 cy —10 1E-07 |
1E-08 ; ‘50 1E-08
1E-09 1E-09 |
1E-10 ‘ S :22 1E-10
1512— o 200 igg ] A hulldmhossz [km]
1E-13 AN L, 400 1E-13-{ — 853 427 ~©°320 —213 ~-128 | ~__________
1E-14 : ‘ 1E-14 . . ‘ ‘ ‘ . .
10 100 1000 0 50 100 150 200 250 300 350 400
a) hullamhossz [km] b) magassag [km]

11.28. abra. A fels kdpeny altal gerjesztett tomegvonzasi haTZhZe'yi) a) teljesitmény spektrumai és b) a

hatasok néhany spektralis 6sszéfének magassag fliggése. A szirke sav a GOCE mérésealis
hibajanak varhat6 szintjét jeloli
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11.2.3 Regionalis modellezés: Az E6tvos tenzor elamak szimulacidja a GOCEiiold palyamagassagaban

teljesitmény [E?]
1E+01 :

teljesitmény [E?]

1E+00
1E-01 |
1E-02 |
1E-03 |
1E-04 -
1E-05
1E-06 —|
1E-07
1E-08 |
1E-09 |

1E-10 — s
1E-11 Tl —0 —5—10 50
1E-12 :

magassag [km]
100 - ~200 - 300 - 400

A hullamhossz [km]
1E-11- —853 —427

320 —213 --128 | Tc~__

10 100

a) hullamhossz [km] b)

T 1E-12 T T T T T T T
1000 0 50 100 150 200 250 300 350

magassag [km]

Il. 29. 4bra. Az liledékosszlet altal gerjesztett tomegvonzasish T,°Y") a) teljesitmény spektrumai és b) a
hatasok néhany spektralis 6sszéjének magassag flggése. A szirke sav a GOCE méresefalis

teljesitmény [E?]

hibajanak varhat6 szintjét jeloli
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Il. 30. abra. A topogréfia altal gerjesztett tdmegvonzasi héTzhze'yi) a) teljesitmény spektrumai és b) a hatasok
néhany spektralis 6sszetgenek magassag fliggése. A sziirke sdv a GOCE méréseinalis hibajanak

varhato szintjét jeldl
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1. OSSZEFOGLALAS, A TUDOMANYOS EREDMENYEK
HASZNOSITASA

1. A kutatas eredményei

A dolgozat egyik célkiizése a poliéder térfogatelem a témegvonzasi patgitak, a
levezetett €s egymastol formailag elt@nalitikus képleteket 6sszefoglalasa és kiegé&szaé
vektoranalizis eszkdzével. Fontos kiemelni potdréséa potencidl magasabbrérderivaltak
esetén az analitikus képletek értelmezési tartodndaly illetve a potencialelmélétbadddo
értelmezési tartomanynak a kilonbségét. Az anatitiképletek, amelyeknek az értelmezési
tartomanyai altalaban kilonbdznek a potencialeltbélead6dd tartomanytol, folytonosan
meghosszabbithatok ez utdbbi tartomanyra.

A poliéder térfogatelemre alkalmazott Newton-infdgszamitasa sokszoglapon vett
integral kiszamitasara redukalédik. Ez esetbenlidete integral kiszamitasahoz megfélel
integral atalakito tételt alkalmazva attériink vartagral szamitasara. Vonalintegrélra attérni
a Gauss-Osztrogradszkij képlet vagy a Stokes kéthkeimazasaval lehetséges. lgazoltam,
hogy a Gauss-Osztogradszkij €s a Stokes tételnadikzdisa ugyanannak a vektorfiggvénynek
a keresésére vezethetvissza. Egy alkalmason vélasztott koordinadta reeds
megvalasztasaval ennek a flggvénynek a meghataroegy kvazilinearis parcialis
differencialegyenlet megoldasara redukalodik. Még@mdaz egyenlet altalanos megoldasat,
melyben a paraméternely (fliggvénynek) megfelél megvalasztasaval az egyes sélerz
sajatos megoldasait kapom vissza.

Guptasarma and Singh (1999) és Singh and Guptasgd@®@l) a poliéder
tomegvonzasi potencialjanak derivaltjaira adott lé&tgkeit kiegészitettem a potencial és a
potencial masodreifid derivaltak analitikus képleteivel a szé&kz altal bevezetett
konstansrendszert hasznalva.

Holstein and Ketteridge (1996) és Holstein et 4l9909) vizsgaljak a potencial
elssrendi derivaltjainak numerikus tulajdonségait a poliédavoli pontjaiban. Ennek a
tavolsagnak a jellemzésére a sd&rbevezetik ay dimenzionélkili mennyiséget, mely
tulajdonképpen a hato linearis dimenzidjaval notntiébolsagnak az inverze. A szamitasi
ponttal tavolodva a hatotél a potencial 6edndi derivaltjait megadd analitikus képletek
numerikus hibdja & Igy az egyes képleteket a tér egy korlatolt tadnyaban
alkalmazhatjuk, a tartomanyon kiviul a szamitotélkgkben mar a numerikus hiba dominal.

Ay <(£100¢ p)w tulajdonsaggal jellemzett szamitasi pontokban Edrendi derivaltak

analitikus képleteinek hib4ja meghaladjp azazalékot. A képletben értéke duplapontos
médban szamolva 2=10"%. A szerdk v -re a v = 4 becslést adjak. A vizsgalatokat
megismételtem négyszeres és duplapontos modbaniegéskitettem a potencidl és a
potencial masodrefidderivaltjaira vonatkozo vizsgalatokkal. Numerikuigsgalat alapjan a
potencial esetéban-re av = 3.0 becslést, mig a potencial masodteterivaltjara av = 2.2
becslést kaptam.

Az alkalmazott griiségmodellekben kilénbé§zméreti térfogatelemek (derékszig
hasab, poliéder) szerepelnek. Minden térfogatelenmiogzarendelhéta szamitasi pont egy
minimalis és maximalis tavolsaga. A térfogatelerarédtsz6§ hasab, poliéder) és szamitasi
pont helyzetét a megfetel C méretarany tényéxel atirhatjuk az Holstein (1999)
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vizsgalataiban hasznalt elemi modellre, tgy hodgriogatelemhez és a Holstein-féle elemi
modellhez tartozé normélt tavolsagok azonosak leglyeigy a modellszamitasainkban az
erotér paraméterek (pl. a tbmegvonzasi potencial pstancial magasabbreidierivaltjai)
hibainak becslése visszavezethatHolstein-féle elemi modellel végzett szamitakiddira.

A C méretarany tényér Ugy valasztottam meg, hogy a regiondlis és Iskdiliisegmodellek
legkisebb, legnagyobb és a leggyakoribb modelleleszerepeljenek a vizsgalatban. A
szamitasokat mind négyszeres, mind duplapontosaregegttem. A kilénbdz C
méretardnnyal végzett négyszeres pontossagu ssadkgéedmeényei mind a potencial, mind
a potencial el és masodreridderivaltjai esetében fuggetlen€ktsl (a szamitott ertékek
mantisszai 9 tizedesig megegyeznek), igy ezeketérekeket tekintettem az egzakt
(viszonyitasi) értékeknek. A duplapontos szamitakapott értékeket kozetitértékeknek
tekintettem. A dolgozat masodik felében ismertetié2.1 alkalmazdsban a szamitési
tartomany a normalizalt tavolsag (3400;°Lértékeivel jellemezhét igy az alkalmazéasban
szamolt potencial és a potencdzerinti el$rendi derivaltak numerikus hibai kisebbek, mint
1%. A 11.2.2 és 11.2.3 alkalmazasokban, melyberoskati tesztterilet, illetve az ALPACA
(Alpok-Pannon-medence-Karpatok) régié szintetikuedelljét hasznéltam, a normalizalt
tavolsag az (17, 1®0% intervallumban valtozik. A dolgozat élsfelében elvégzett
numerikus hibavizsgalat alapjan a 11.2.2 és Il.alBalmazasokban a potencialszerinti
masodrend derivaltak duplapontos szamitdsa soran elkovetgtherikus hibai 1% alatt
vannak.

A poliéder tdmegvonzasi potencialjat és a potendéivaltjait szamitd algoritmus
futasi idejét vizsgaltam a modellben talalhato dgatelemszam és a szamitasi pontok
szamanak flggvényében. A programot parallel illetwermal moédban is futattam.
Exponencidlis dsszefliggéssel jellemeztem a szarpiwas szamanak és a térfogatelemszam
szorzatanak logaritmusa és parallel médban a pmdga szikséges szamitasbndk a
kapcsolatat mind a deréksZibgasab, mind a poliéder térfogatelem esetén. Azedisgges
alapjan 6sszehasonlithatjuk a derék§zdgsab (Nagy (1988) altal optimalizalt algoritmés)
poliéder térfogatelemmel (altalam kifejlesztett calmust hasznalva) végzett szamitasok
idejét. Ennek alapjan parallel moédban a haromoldaide hasab térfogatelemmel todén
modellszamitasok ideje kb. masfélszerese a dergkdzdsabbal végzett modellszamitasok
idejének.

A deréksz6§ hasabrol a poliéderre valo attéréssel a topografeszint
szakadasmentesen tudjuk leirni. Ha a szamitasdkabgrafiai felszin kozelében végezzik, a
derékszoty hasadbmodell 1épés szerkezete miatt a potencial szerinti masodrerid
derivaltjaiban ugrdsokat tapasztalunk meég viszanytmyenletesen valtozo terepfelszin
esetében is. A poliéder térfogatelem hasznalatavafelszin leirhato az alkalmazott
térfogatelem geometriajabol fakadéan kényszeagassagugrasok nélkil, ezzel a modellb
a jelenlegi szamitasokban vizsgékzerinti masodreridparcialis derivalt egy sokkal simabb,
a valddi eéteret jobban jellemizfliggvény lesz. A szdmitasokat a topografia hargymésba
skatulyazott kulonbdzfelbontasu poliéder illetve derékszdlgasab modelljével végeztem. A
legbel$ modell a séskuti tertlet 10 m x10 m felbontasu Daldpjan készult, horizontalis
kiterjedése 40 km x 40 km. Ezt a modellt beleagyazta DTM 500 alapjan készullt
Magyarorszag topografia modelljében, majd utolg@ében az igy éhllitott modellt pedig
az ETOPOS5 alapjan készilt ALPACA régio modelljebeszettem. A litoszféra poliéder
modelljédl a potenciadlzavaz szerinti masodreridderivaltjait a modell felszine felett 1 méter
magassagban, 1.1 km x 1.1 km horizontélis kitegéd@rilet 25 m x 25 m racshalo
pontjaiban szamitottam. A szamitott masodtededrivalt értékek alapjan készitett térkép
korrelal a topogréafiaval, ami 6sszhangban van aglettel. A topografia derékszibdpasab
modelljét hasznalva a potencidlzavarszerinti masodrerid derivaltjainak értékeiben a
szomszeédos pontok (25 m) esetében is az elténédekdlatlanul nagyok lehetnek, miveka
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szerinti masodrend derivalt érzékenyen viselkedik a derékszdgasabmodell [épés
szerkezetére. A poliéder modell alapjan szamolt ¥@ékeket ©6sszehasonlitottam a
rendelkezésemre allo méreési értékekkel. A szam(totidellezett) pontbeli VG értéket ugy
képeztem, hogy a mérési pont 1 méteres racstagabégvett kdrnyezetének, a topografia
felszinédl 0.6 m-re, 6sszesen 25 pontban szamitott VG éwetkatlagoltam. A poliéder
modelll kapott VG értékek egy éatlagos értékteltekintve (326+ 136 EOtvos) jol
illeszkednek a mérési értékekhez=(0.93) mig a deréksztchasabmodellekkel (a részletes
€s a minimalis elemszammal generalt modélitszamitott VG értékek nem képesek
visszaadni a mérési értékekkel kapott relativ valsokat. A vizsgalat alapjan megallapithaté,
hogy a vertikalis gradiens modellezésére a topay®Ed m x 10 m felbontasa esetén sem
elégséges a topografiat Iépsszerkezettel (derékszbbasab modell) leirni, ehhez sziikséges
a poliéder térfogatelem alkalmazasa.

Lokélis vizsgalatokra egy masik példa a Pannon-meele topogréfiajanak
5 km x 5 km horizontalis felbontasi ETOPO5 alagjészitett poliéder és a deréksidmsab
modellekl®l szamolt tomegvonzasi zavar kozotti eltérésekgataa. Szamitasok alapjan az
eltérések atlaga Magyarorszagot |&e800 km x 600 km horizontalis kiterjedeszamitasi
terileten — 0.1 mGal, a szérés 0.5 mGal. Tovabba Eszak- Kozép Magyarorszag
165 km x 150 km kiterjedégertletén végzetem modellszamitasokat. A derékshégab és
poliéder modellek éEllitasahoz az 500 m x 500 m horizontélis felbaint&TM500—et
hasznaltam Az eredmények alapjan megallapithatgy laez = 0 szamitasi szinthez kozel
magassagi szinten, vagyis az alacsony teriletelanely terlleteket altalaban kis
magassagvaltozas jellemez, az un. kézelé@rékszog hasabmodell, mely minimalis szamu
deréksz6 hasdb generalasaval készil és a poliéder modetiontélis felbontdsabdl addédd
kulonbségek hatasaiteljesebben jelentkezik, mint a magasabb terileteke

Regiondlis vizsgalatokra példaként az alsé kéregn éeld kopeny kozti Moho
fellletet jellemd, csak kdzvetett Uton becsilBetiriségkontraszt pontositasanak lélsépgét
elemeztem. Szintetikus gravitaciés modellezés eéegwi alapjan megallapithatd, hogy a
topografia és a fels kdpeny hozzajarulasa a potencialzavar masodik valgaihoz
bizonyosan eléri az egy EOtvos értéket a GOChhatd tervezett palya magassagaban
(C250 km). A neogén-negyedkori Uledékosszlet eseirmn énozzajarulas nagysaga csak
néhany szazad E6tvds, mely azonban nagysagrenuiéggmindig meghaladja a tervezett
mérési érzékenységet. Mivel a topogréfia és az élteshzlet @&iiségeloszlasa joval
részletesebben ismert, mint @iségkontraszt a Moho fellileten, ezért adbbi szerkezeti
elemek hatasa korrekcioként vehefiigyelembe a pélyamagassdgban mért adatok
vonatkozasaban. Bizonyos méfiélelhanyagolas mellett a korrekcioval@litott un.
maradékhatas a Moho -t jelleth&iriségkontrasztnak tulajdonithaté. A maradékok inverzi
segitségével usiségkontraszt értekekké alakithatok és igy a liswezf modell
siiriiségeloszlasa pontosithato lesz.

A litoszféra modellt mind lokélis mind globalis kalinata-rendszerben leirtam. A
lokdlis (sik) koordinata rendszerben (EOTR) a mietkrhek téglatestek, mig a globalis
koordinata rendszerben (HD72) poliéderek. Levemette két rendszerben meghatarozott
erotér paraméterek kozotti transzformacios dsszefiagpdses a gorbileti hatas vizsgalatara
dsszehasonlitottam a kulonksorendszerekben kapott eredményeket. A topogragéeken
mindenképpen a poliéder modellezés javasolt, navgbrbilet hatasdnak mértéke bizonyos
0sszetetkre jelenbsen meghaladja aithold gradiométerének érzékenységeét. Az Uledékek
hozzajarulasanak modellezésekor elégséges a ldk@tigdinata-rendszer, azaz a prizmak
alkalmazasa, hiszen a hatas a varhaté méresirantnyaba esik.

A fels6 kdpeny esetén, a prizmék kulonBokettéosztasdval kialakitott poliéder
modellekkel végzett szamitasok k6zott maximalis&9@2 E atlagos eltérést tapasztaltunk, a
maximalis abszollt eltérés nem haladja meg a OED@géket. Habar a vizsgalatot csak egy
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szerkezeti egységre végeztem el, a tobbi egyséognldasragy kisebb nagysagrdnd
hozzéajaruldsai miatt feltételezhetjik, hogy a miémodell kialakitAsanak mddja, ebben a
vonatkozasban nem befolyasolja lényegesen az ergahket a nihold magassagaban.

2. Tézisek

A disszertacio alapjan az alabbi téziseket fogatemazmeg:

1. Megadtam annak ﬂrpfi(rp)=i kvazi linearis parcialis differencialegyenletnek a
MP

o)+

fi(rp)=—"4——R,, &ltaldnos megoldasat, amelyre a poliéder témegiginz
P

potencial analitikus képletének szamitasa redukléiésl ezaltal az altalanos megoldasban
a @ fuggvény megfeld megvalasztasaval az egyes sékrgajatos megoldasait kapjuk
vissza. A potencial elsendi derivaltjaira kozolt analitikus képleteket kiegitsitem a
potencial és a potencial masodrérderivaltak képleteivel amennyiben ezek az egyes
szerdk altal nem keriiltek meghatarozasra.
A poliéder tomegvonzasi potencial és a potencsl & masodreridderivaltak analitikus
képleteinek felirdsara bevezetett konstansok ki@#hhlakjaira vonatkozélag megadtam
a numerikus stabilitdsi tartomanyokat, hatarértékei a kritikus pontokban és
rangsoroltam a konstansokra adott képleteket aitasint alapjan.

2. Becslést adtam a képletek numerikus hibaira (séklzah kifejezve) a szamitasi pontnak
a poliéder lineéris dimenzidjaval normalizalt tésama flggvényében. Az dsszefiiggésben
szerepd hatvanykitevt paraméternek tekintettem, becslésére 2.2 illé\k ertékeket
kaptam a potencidl illetve a potencial masodtederivaltja esetén duplapontos szamités
és 100% hiba feltétele mellett.
lgazoltam, hogy az ALPACA (Alpok- Pannon-medence- Karpatok) térség
kéregszerkezetének poliéder modelljét hasznahieelitdszamitasokndl a tavoli szamitasi
pontra (pl. GOCE palyamagassag) illetve kdzeli pkban (< 1 m) a poliéderrel végzett
szamitdsok numerikus hibaja kisebb, mint 1%.

3. Osszefliggést allapitottam meg a poliéder illetveékizod hasab modellel végzett
szamitas paraméterei (térfogat elemszam és szap@diok szama) és a szamitash id
kozott. A poliéder tomegvonzasi potencidljanak ésotenciél elérendi derivaltjainak
szamitasdhoz megadott algoritmus szamitasi igeknye duplapontos szamabrazolas
mellett kb. mésfélszerese a derékdrtigfogatelemmel torténszamitasi idhdz képest.

4. A vertikdlis gradiens modellezésére a terepfeld@imeli pontokban nem elégséges a
topografiat |épass szerkezettel (dereksazbpasab modell) leirni még a 10110 m -es
felbontas mellett sem, ugyanis a topografia derddfszhasdb modelljét hasznalva a
potencialzavarz szerinti masodrerid derivaltjainak értékeiben a szomszédos pontok
esetében (25 m) is az eltérések igen nagyok leketnterepfelszin kozeli pontokbanza
szerinti masodrerid derivalt érzékenyen viselkedik a derékdzdmasabmodell 1€pés
szerkezetére. A soéskuti mintatertileten nagyfelmnt®0 mx 10 m -es DTM alapjan
készitett részletes poliéder modéllba terepfelszin kozeli pontokban szamitott
potencialzavarz szerinti masodrerid derivaltjai alapjan készitett térkép korrelal a
topografidval, ami dsszhangban van az elmélettelabba kimutattam, hogy poliéder
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modell felhasznalasaval szamitott VG értékek egho@Asviszonyitott valtozasa a hat
mérési pontban jol illeszkedik a mérésekkel kap@tértékek valtozasahoz.

5. Direkt (forward) modellezéssel igazoltam, hogy gografia és a fets kopeny
hozzajarulasa d potencialzavar masodik derivaltjaihoz bizonyoshari ez egy E6tvos
értéket a GOCE (Gravity and Steady-State Oceanul@aiion Experiment) iithold
tervezett palya magassagaban (250 km). A neogéyedkgri Gledékdsszlet esetén ezen
hozzajarulds nagysaga csak néhany szazad Eotvéiabda megallapitottam, hogy az
ALPACA regidban a foldgorbilet hatasa a vizsgaltgassagi tartomanyban atlagosan
10% -a a helyi hozzajarulasok abszollut értékénekz anéhany szdzad E egység. A
topografia esetében a gorbllet hatdsanak mértgkateacial masodreridderivaltjaira
jelentbsen meghaladja aithold gradiométerének érzékenységét, az lledékd&rese a
hatas a varhaté mérési zaj tartomanyaba esik.

Megallapitottam, hogy a GOCE mérésékelkilonitve a topografia és az lledékosszlet
hatasat, az Uun. maradékhatas inverzio segitség@isiegkontraszt értékekké alakithato,
igy realis esély van a Moho fellileten jelenlegéielezett ériiség kontraszt értékékek
pontositasara.

3. Javaslatok tovabbi kutatasokra

A tovabbiakban célom az altalam kifejlesztett algons &altalanositasa konkav
alakzatok tomegvonzasiaerének szamitasara.

Az algoritmus szamitasi idejének optimalizalasé&mikséges vizsgalatok egy részét a
dolgozatban mar elvégeztem, kdzeljben célom ezeknek a vizsgalatoknak a folytatasa.

A lineérisan valtozéigiiség eloszlasu poliéder alkalmazasa tovabbi dsiéget kinal
komplexebb geofizikai é€s geofizikai vizsgalatoktanearisan valtozo6 istiség eloszlasu
poliéder tdmegvonzasi potencialja és a potenciaasabbreni derivaltjiai a homogén
eloszlasu poliéderhez hasonléan leirhaték anatitiiiiggvéenyekkel (Pohanka 1998, Hansen
1999, Holstein 2003).

4. A tudomanyos eredmények hasznositasa

Altalaban megallapithat6, hogy a dominans hatoy sgiségugras felszinéhez kozeli
pontban a nehézségidssr paraméterek (geoidundulacié, a témegvonzasielEmesség,
potencial masodrerid derivaltja) leirasa pontosabba teéheha a pont kdrnyezetében a
hatarfellletet minél részletesebben tudjuk leimnek egyik hatékony eszkdze lehet a
poliéder alkalmazasa. Ennek fontos szerepe vanodég&éban illetve a gravimetridban a
topografia redukcié és az izosztatikus redukcigrsizsanal, valamint az RTM (Residual
Terrain Modelling), az RCR (Remove-Compute-Restorefiellezési eljarasokban.

Regionalis illetve globalis étér modellezés esetében, amikor a modellezetteterl
horizontélis kiterjedése miatt mar nem alkalmazha6 sik kozelités (flat Earth
approximation), poliéder térfogatelem hasznalatéiggkelembe vehéta Fold gorbllete is.

A strtiség inhomogenitasok (pl. a litoszféra szerkezdtoinogenitasai, nyersanyag
lelohelyek), az exogén (nagyrészt er6zids) folyamatelszfn alatti térre és felszinre
vonatkozo koévetkezményeinek modellezése a polikdeelitést indokoljak. llyen esetekben
megfontolanddé a geofizikdban &ltaldnosan hasznéttkdz6g hasab mellett/helyett a
modellszamitasok soran a poliéder térfogatelem Iratkzasa. Erre példa az IGMAS
(Interactive Gravity and Magnetic Application SysleGotze és Schmidt altal kifejlesztett
poliéder térfogatelemen alapuld6 gravitacios és rmégn modellezési program
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Ill. Osszefoglalas, a tudomanyos eredmények ha#izisas

(http://www.gravity.uni-kiel.de/igmay/illetve ennek alkalmazéasa a litoszféra deb® km-es
tartomany inhomogenitdsanak leirdsara (Mahatsentd. 1999, Ebbing and Goétze 2001,
Kuder 2002).

Lineérisan valtozoisiiség eloszlasu poliéder térfogatelem alkalmazassolstyet ad
inhomogén, komplex alakzati geologiai szerkezetek reesterséges ké&jmmeények
ersterének analitikus leirdsara is.

Geodinamikai vizsgalatok (tektonikai lemezmozgasokesvonalak, I6szfal mozgasai,
talajvizszint ingadozas, vulkanizmus, mesterségassitmények mozgasa) esetében a
komplex geodéziai és geofizikai vizsgalatok résképezik a gravitacios mérések és a
gravitaciés modellezés. Erre példa az MTA Geodéz@iGeofizikai Kutatéintézet altal a
dunafdldvari |6szfal mozgasvizsgalatara, illetve Mecsekalja-torésvonal geodinamikai
vizsgalatara létrehozott tesztterlileteken végzethvigicios mérés és modellezés
(Papp el al. 2004, Papp 2008). Ezekben a grav#atiodellezésekben a derékskdmsab
kerllt alkalmazasra. A poliéder alkalmazasaval tledégy van a modellszadmitdsok tovabbi
pontositasara.

Volgyesi et al. (2005) magyarorszagi gravitaciosénék és étér modellezés alapjan
vizsgaltdk nehézseégi @ér idsbeli valtozasanak, az Uledék kompakciojanak ésrakabs
irAnya felszini mozgasoknak a kapcsolatat. Volgyasil Téth (2004) a Duna vizszintje
valtozasanak a gravitaciosoasrre kifejtett hatasat vizsgaltadk a Duna viztonmegépolieder
elemekkel tortéth modellezésével.

Ezek alapjan pl. nagy terlletet atfogo talajvizszaltozas monitorozasa a gravitacios
inverzid segitségével megvaldsithatonéhkik, akar foldi, akar riholdas adatok alapjan.
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